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Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe et simplement connexe
d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de G d’alge bre de Lie h. On suppose que
h admet une sous-alge bre de Cartan de type compact t. Pour un e le ment re gulier *
du dual de t, on construit une base de l’espace des fonctions ge ne ralise es sphe riques
sur GH propres sous l’action de l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariants
sur GH pour le caracte re de fini par *. On e tudie ensuite le prolongement me romorphe
en * et la croissance des e le ments de cette base. Ces fonctions ge ne ralise es sont
ensuite exprime es en terme de coefficients de repre sentations de G. Ces re sultats
sont ge ne ralise s a d’autres se ries de fonctions ge ne ralise es sphe riques.  1998
Academic Press
Let G be a complex, connected and simply connected semisimple Lie group with
Lie algebra g. Let H be a real form of G with Lie algebra h. We suppose that h
admits a Cartan subalgebra t of compact type. For a regular element * of the dual
of h, we construct a basis of the space of spherical generalized functions F such that,
for all G-invariant differential operator D on GH, we have D .F=/*(D) F, where
/* is the character defined by *. Then, we study the meromorphic continuation and
the growth of the element of this basis. We give these functions in terms of coef-
ficients of representations of G. These results are generalized to other series of spherical
generalized functions.  1998 Academic Press
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INTRODUCTION
Soit G un groupe de Lie re ductif complexe connexe de groupe de rive
simplement connexe et d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de G
d’alge bre de Lie h. On note _ la conjugaison de g relativement a h. Elle
de finit une involution du groupe G que l’on notera encore _ et H est
l’ensemble des points de G fixe s par _. L’espace syme trique re ductif X=
GH est dit du type GCGR . L’application qui a g # G associe g_(g)&1
induit un isomorphisme . de X sur son image.
On appelle fonction ge ne ralise e sphe rique sur X une fonction ge ne ralise e
H-invariante sur X, solution propre de l’alge bre D(X) des ope rateurs dif-
fe rentiels G-invariants sur X. L’alge bre D(X) est isomorphe au centre Z(g)
de l’alge bre enveloppante de g et toute fonction ge ne ralise e sphe rique est
une fonction localement inte grable sur X, analytique sur l’ensemble Xreg
(ensemble des e le ments re guliers) des x # X tels que .(x) soit re gulier dans
G ([S] Thm. 4.3).
On suppose que h admet une sous-alge bre de Cartan de type compact t
(c’est-a -dire compacte modulo le centre de h). Soit tI la partie compacte de
t et soit tR sa partie de ploye e. On note 1t le re seau de tR forme des X tels
que exp 2iX=1. On de finit l’ensemble 1 t*+tI* des formes line aires * sur t
telles que, pour tout x # 1t l’on ait *(X ) # 2?Z. On note 1 t*+t*I-reg l’ensemble
des e le ments re guliers de 1 t*+tI*.
Soit #t l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’alge bre S(tC)WG(t)
des invariants de l’alge bre syme trique de tC sous l’action du groupe de
Weyl WG(t) de tC .
Soit * # 1 t*+t*I-reg . Le but de cet article est de de crire une base de
l’espace des fonctions ge ne ralise es sphe riques 3 sur X telles que
pour tout z # Z(g), l’on ait z .3=#t(z)(i*)3 (1)
et d’e tudier la de pendance en * des e le ments de cette base.
A chaque sous-alge bre de Cartan a de h, on associe le sous-ensemble de
Cartan A de X forme des x # X tels que .(x) centralise a.
Le the ore me d’unicite ([H2] thm. 4.1 et [H4] thm. 5.11) assure
qu’une fonction ge ne ralise e sphe rique 3 ve rifiant (1) est caracte rise e par sa
restriction a Treg .
On choisit un syste me de repre sentants Wt de exp i t"T dans T tel que,
pour tout y # Wt , l’on ait .( y) # H. Soit WH(t) le quotient du normalisateur
de t dans H par le centralisateur de t dans H. L’ensemble Wt est alors
isomorphe a WG(t)WH(t). Pour y # Wt , on note W yH (t) l’ensemble des
h # WH(t) tels que h .y # exp it .y et pour h # W yH (t), on fixe un e le ment Yh
dans t tel que h .y=exp iYh .y. On a alors 2Yh # 1t.
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On fixe * # 1 t*+t*I-reg , un e le ment y # Wt et un syste me positif de racines
 de tC dans g. On a alors le re sultat suivant (the ore me 2.2 et corollaire 2.3):
Il existe une unique fonction ge ne ralise e sphe rique 3(*, y, ) sur X
ve rifiant (1) et la proprie te suivante:
(*) Soit x # Treg . Si x  (exp i t) WH(t) .y alors 3(*, y, )(x)=0 et si
x=exp iX .y alors
3(*, y, )(x)=
u # W yH (t) =(u) e
i(u*, X+Yu)
>: #  (1&!&:(x)) !\(x)
ou , pour tout poids ; de tC, on note !;(x)=e;(X ) si .(x)=exp X, \=
1
2 : #  : et pour u # WG(t), on note =(u)=(&1)
| & &u&1|.
De plus, l’ensemble des 3(w*, y, ) lorsque y parcourt Wt et w parcourt
WH(t)"WG(t) forme une base de l’espace des fonctions ge ne ralise es sphe riques
3 sur X ve rifiant (1).
Pour y=eH, la construction de 3(*, eH, ) est e tablie dans [H2]
thm. 7.1 et [H4] thm. 5.11 et s’obtient de la manie re suivante:
Soit ;H .* la mesure de Liouville de l’orbite coadjointe H .* et soit ; H .*
la transforme e de Fourier de cette mesure. Soit w* l’e le ment de WG(t) tel
que w* . soit l’ensemble des racines : de tC telles que i*(H:)>0. On note
Exp l’application de h dans X qui a X associe exp iX H et soit J son






[X # hreg , Exp X=x]1t
; H .*(X ) |J(X )|&12 (2)
ou par convention, si l’ensemble sur lequel la somme est faite est vide, la
somme est nulle et |Inc | est le cardinal de l’ensemble des racines imaginaires
non compactes de .
Lorsque l’e le ment .( y) est central dans G, alors pour tout g # G,
l’e le ment g .y ne de pend que de gH. Donc pour x= p(g), on peut poser
x .y= g .y. On de finit dans ce cas la fonction ge ne ralise e 3(*, y, ) en posant,
pour x # Xreg , 3(*, y, )(x)=3(*, eH, )(x .y).
Lorsque y est quelconque, on note Gy le centralisateur de .( y) dans G.
Ce groupe ve rifie les me^mes hypothe ses que G et Hy=Gy & H est une
forme re elle de Gy . On note Xy=Gy Hy . On a y # Xy et .( y) est central
dans Gy . On note y l’ensemble des : #  telles que !:( y)=1. Ce qui pre ce de
permet donc de de finir une fonction ge ne ralise e sphe rique 3(Xy , *, y, y)
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ve rifiant (1) et (*) sur Xy . Pour x # Xreg , on note N
Xy
H (x) l’ensemble des
h # H tels que h .x # Xy et on pose





3(Xy , *, y, y)(h .x) |DXy(h .x)|
12 (3)
ou la fonction DX est de finie par: detC(1+z&Ad .(x))=znDX (x) modulo
zn+1 si n=rang h.
La fonction 3(*, y, ) est localement inte grable sur X (car D&12X l’est)
et ve rifie (1) sur Xreg et (*). Pour montrer qu’elle ve rifie (1) en tant que
fonction ge ne ralise e, on prouve les conditions de recollement rappele es
dans le the ore me 1.9.
Les formules (2) et (3) permettent donc d’avoir une expression de 3(*, y, )
en terme de transforme e de Fourier d’orbites. Ce point est essentiel dans
l’e tude des po^les et de la croissance de la fonction *  3(*, y, ).
On e tablit tout d’abord le re sultat suivant (the ore me 3.1): pour : # , on
note H: sa coracine.
Pour *0 # 1 t*, la fonction *  >: #  (1&e&i?*(H:))) 3(*+*0 , y, ) se
prolonge analytiquement sur tI*.
Pour prouver ceci, on se rame ne, en utilisant la formule (3) a la situation
suivante: y=eH et G est semi-simple. On note alors 3*=3(*, eH, ).
Soit a une sous-alge bre de Cartan de h et soit aR-reg l’ensemble des X # a
tels que, pour toute racine re elle : de a l’on ait :(X ){0. On note ?0(aR-reg)
l’ensemble des composantes connexes de aR-reg . On fixe C # ?0(aR-reg) et
x # G tel que x . tC=aC . On peut alors e crire pour X # C
; H .*(X )==(w*)
w # WG (aC) c(w, F, C) e
i(wx .*, X)
>: # x . :(X )
ou F est une chambre de Weyl de t*reg et les c(w, F, C) des constantes.
Comme la fonction ge ne ralise e ; H .* est tempe re e, les constantes c(w, F, C)
ve rifient la condition suivante: si c(w, F, C){0 alors pour tout * # F et
pour tout X # C on a
Re(i(wx .*, X) )0 (4)
On note | la composante connexe de 0 de l’ensemble des X # h tels que
J(X ){0. Pour X # C & |, on peut e crire
3*(Exp X )=
w # WG(aC) d(w, C, *) e
i(wx .*, X)
>: # x . (e
i:(X )&e&i:(X ))
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avec
d(w, C, *)=(&1) |Inc| :
U # ?0(aR-reg)
=R(U ) c(w, F, U ) :
# # 1a , (#+X0) # U
ei(wx .*, #)
ou 1a de signe le sous-re seau de a forme des # tels que Exp #=1, X0 est un
e le ment quelconque de C & | et =R(U ) est un signe de fini en 3.3.
La relation (4) permet d’obtenir le re sultat suivant (lemme 3.5): soit 7
un syste me de racines de tC et F la chambre de Weyl de t*reg de finie par
7 (pour * # F et : # 7, on a i*(H:)>0). Il existe une constante C>0 telle
que pour tout * # F et pour tout X # | & C, l’on ait
} ‘: # 7 (1&e
&i(*, ?H:)) d(w, C, *) ei(wx .*, X) }<C (5)
D’autre part, a l’aide des relations de recollement (the ore me 1.9), on
montre que les d(w, C, *) sont des fractions rationnelles en les ei?*(H:)
pour : # 7 (Lemme 3.6). La proprie te (5) assure alors qu’il existe un
nombre fini de re els deux a deux distincts c1 , ..., cp tels que la fonction
>a # 7 > pj=1 (e
icj&e&i?*(H:)) d(w, C, *) soit un polyno^me en les ei?*(H:). On
obtient alors le re sultat voulu.
On de finit la fonction F(*, y) H-invariante sur Xreg de la manie re
suivante: si x  (exp i t) WH(t) .y alors F(*, y)(x)=0 et si x=exp iX .y
alors F(*, y)(x)=w # W yH (t) =(w) e
i(w*, X+Yw). Soit *0 # 1 t*. Pour tout
x # Xreg et pour toute densite a support compact + sur X, la fonction
w # WG(t) F(w(*0+*), y)(x)(3(w(*0+*), y, ), +) se prolonge analyti-
quement sur tI* (proposition 3.9). De plus, si U est un compact de T alors,
il existe une constante C>0 et k # N tels que pour tout x # Ureg et pour
tout * # 1 t*+tI* , l’on ait
} :w # WG(t) F(w*, y)(x)(3(w*, y, ), +) }<
C
(1+&*&)k
(the ore me 4.1 et corollaire 4.5).
Comme pre ce demment, on suppose pour de montrer cette assertion que
y=eH et G est semi-simple. On utilise l’expression suivante des d(w, *, C).






(eicj&e&i?*(H:))(e&icj&e&i?*(H:)) d(w, *, C)
= :
# # R
b(w, #, 7) ei*(#)
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ou R est le re seau de it engendre par les ?H: pour : # 7 et les b(w, #, 7)
sont des constantes. Par (5), si b(w, #, 7){0 alors pour tout X # C & | et
pour tout * # F, on a Re(i(*, x&1w&1X+#) )0. En utilisant cette proprie te
et le fait que d(w, C, *) ne de pend pas de 7, on obtient la proprie te de
croissance voulue.
On suppose qu’il existe une involution de Cartan % de g commutant a _
telle que t soit %-stable. On note K le sous-groupe compact maximal de G
des points fixe s par %. On pose a=i t, M=exp t et A=exp a. On choisit 7
un syste me positif de racines de aC=tC dans g et on note n=: # 7 g: et
N=exp n. Soit B=MAN et \=(12) : # 7 :. Soit * # (1 t*+t*I reg)C. On
note C* l’ensemble des fonctions continues de G dans C telles que pour
tout t # M, a # A, n # N et g # G l’on ait f (gtan)=a&*&2\f (g) et I* les
e le ments de classe C de C* . Soit ?* la repre sentation re gulie re gauche de
G dans I* . La restriction a K induit un isomorphisme de I* dans C(KT ).
On munit I* de la topologie de C(KT ) transporte e par cet isomorphisme.
Soit I$* le dual de I* .
Pour y # WK (t), on de finit la fonction ! y* sur G de la manie re suivante:
! y* (g)={0a*&2\
si g  HyAN
si g # HyaN
Pour *&2\ strictement dominant alors on a ! y* # C&* et l’application
*  ! y*K admet un prolongement me romorphe de a*C dans I$* ([vdB]
Thm. 5.10 et [O] Thm. 5.1). On notera encore ! y* l’e le ment de I$* obtenu
a partir de ce prolongement me romorphe.
Pour y et z dans WK (t) et * # (1 t*+t*I reg)C tels que ! y* et !
z
* sont de finis,
on pose pour . # D(G)
(C(*, y, z), .)=(?$*(.) ! y* , !
z
&*)
Lorsque * # (1 t*+t*I reg)/t*reg=ia*reg on note /* le caracte re de B de fini
par /*(tan)=a&*&2\ et soit L*=indGB /* (induite au sens unitaire). La
repre sentation L* est unitaire irre ductible ([Br] Thm. 7.4, p. 203). Soit H*
l’espace de L* . Dans ce cas l’espace H* des vecteurs C
 de H* est e gal
a I* . Pour f # I* , on pose (u y* , f )=(!
y
* , f ). L’e le ment u
y
* est alors un
e le ment H-invariant de l’espace H&* des vecteurs ge ne ralise s de H* . Pour
presque tout * # 1 t*+t*I reg , on a alors
(C(*, y, z), .)=(L*(.) u y* , u
z
*)
Dans la partie 5, nous exprimons les fonctions 3(*, y, ) en terme des
C(*, y, z) (the ore me 5.1). Pour y=eH, ce re sultat a e te e tabli par P. Delorme
dans [D]. La de monstration donne e ici est semblable a celle de P. Delorme
et m’a e te indique e par M. Tinfou.
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Dans la dernie re partie de cet article, on ge ne ralise certains re sultats
pre ce demment e tablis a d’autres se ries de fonctions ge ne ralise es sphe riques
en utilisant le proce de d’induction de crit dans [H3] (the ore me 6.1 et
the ore me 6.2). Tous ces re sultats seront utilise s dans [H6] pour de crire la
formule d’inversion des inte grales orbitales sur X.
Je remercie A. Bouaziz pour ses nombreux conseils lors de ce travail.
1. NOTATIONS ET PRE LIMINAIRES
Si M est une varie te diffe rentiable, on note C(M) l’espace des fonctions
de classe C sur M, D(M) le sous-espace de C(M) des fonctions a
support compact et D(M)$ l’espace des distributions sur M, c’est-a -dire le
dual de D(M). Soit M C (M) l’espace des densite s de classe C
 a support
compact et F(M) l’espace des fonctions ge ne ralise es sur M, c’est-a -dire le
dual de M C (M).
Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera fN
ou fN sa restriction a N.
Si X est un ensemble fini, on note |X | son cardinal.
Soit V un espace vectoriel re el de dimension finie. On notera V* son
dual et VC son complexifie . Si V est un espace vectoriel topologique, on
note V$ son dual topologique.
Soit G un groupe de Lie re ductif complexe connexe de groupe de rive
simplement connexe et d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de G
d’alge bre de Lie h. On note _ la conjugaison de g relativement a h. Elle
de finit une involution du groupe G que l’on notera encore _ et H est
l’ensemble des points de G fixe s par _. Soit q=[X # g; _(X )=&X] de telle
sorte que l’on ait g=h+q. On a alors q=ih. Soit c le centre de h.
Soit M un sous-groupe de G et U une partie de G ou de g. On note
ZM(U ) le centralisateur de U dans M et NM(U ) le normalisateur de U
dans M. On pose WM(U )=NM(U )ZM(U ).
On note e l’e le ment neutre de G.
Soit % une involution de Cartan de g commutant a _ et soit g=k+p la
de composition de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe
compact maximal de G forme des points de G fixe s par %.
On fixe sur g une forme biline aire syme trique, non de ge ne re e, G-invariante
} qui co@ ncide avec la forme de Killing sur l’alge bre de rive e de g et telle que
la forme &}(X, %(X )) soit de finie positive. Pour X # g on pose alors &X&=
(&}(X, %(X )))12. Ceci de finit une norme sur g et donc e galement sur g*
par dualite .
Soit X=GH et soit p la projection canonique de G sur X. Soit .
l’application de X dans G qui a p(g) associe g_(g)&1. L’application . est
un isomorphisme sur son image.
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Pour x # X, on note Gx le centralisateur de .(x) dans G. Soit gx son
alge bre de Lie. On pose Hx=Gx & H et hx=gx & h.
Le groupe G agit par translation a gauche de X et on notera g .x l’action
de g # G sur x # X. On notera e galement pour g # G et X # g l’action adjointe
par AdgX= g .X.
On note exp l’application exponentielle de g dans G et soit Exp l’applica-
tion de h dans GH qui a X associe p(exp iX ). Soit J le jacobien de
l’application Exp. On a, pour X # h,
J(X)=det \sh iadXiadX + h
Soit DX la fonction analytique sur X de finie par: si x # X et z # C alors
l’endomorphisme 1+z&Ad .(x) de g est C-line aire. On pose alors
detC(1+z&Ad .(x))=znDX (x) modulo zn+1
ou n=rang(h).
De finition 1.1. Un e le ment x de X est dit re gulier si l’on a DX (x){0.
Ceci est e quivalent a dire que .(x) est re gulier dans G. On note Xreg
l’ensemble des e le ments re guliers de X et si U est une partie de X, on pose
Ureg=Xreg & U.
On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de q forme
d’e le ments semi-simples, abe lien et maximal pour ces deux proprie te s.
Comme q=ih, la multiplication par i induit une bijection de l’ensemble
des sous-espaces de Cartan de q dans l’ensemble des sous-alge bres de
Cartan de h, que l’on notera Car(h). Soit H"Car(h) l’ensemble des classes
de conjugaison sous H des sous-alge bres de Cartan de h.
On notera hreg l’ensemble des e le ments semi-simples re guliers de h et
pour s une partie de h on pose sreg=s & hreg .
1.2. Pour a # Car(h), on notera 2a (ou 2 quand il n’y a aura pas
d’ambigu@ te ) le syste me de racines de la paire (g, a+ia). Pour : # 2, on
note H: la coracine de :, g: l’espace radiciel de g relatif a : et s: la re flexion
de aC relative a :.
On de finit la partie compacte aI=c & k+(: # 2 iRH:) & a et la partie
de ploye e aR=c & p+(: # 2 RH:) & a de a de telle sorte que l’on ait
a=aI+aR .
Une racine : est dite re elle (respectivement imaginaire) si :(a)/R (respec-
tivement :(a)/iR), ceci est e quivalent a H: # aR (respectivement H: # iaI).
Une racine est dite complexe si elle n’est ni re elle ni imaginaire.
On choisit un syste me positif 2+ de 2 tel que, si : est une racine complexe
de 2+ alors : # 2+. On posera \2+ = 12 : # 2+ :, et |a = >: # 2+ H: .
Lorsqu’il n’y a pas d’ambigu@ te , on notera \=\2+ .
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Soit : une racine imaginaire de 2. La racine : est dite compacte si
(g:+g&:+CH:) & h est isomorphe a su(2) et elle est non compacte si
(g:+g&:+CH:) & h est isomorphe a sl(2, R).
On note 2Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de 2.
Soit 1a l’ensemble des X # a tels que exp 2iX=1. C’est un re seau de aR .
Soit 1*a l’ensemble des + # a*R tels que, pour tout X # 1a , l’on ait +(X) # 2?Z.
Soit a*I-reg l’ensemble des + # aI* tels que, pour toute racine imaginaire :
de 2, l’on ait +(H:){0.
Soit aR-reg l’ensemble des X # a tels que pour toute racine re elle : de a,
l’on ait :(X){0.
1.3. A la sous-alge bre de Cartan a de h, on associe l’ensemble A forme
des x # X tels que .(x) centralise a et on l’appelle le sous-ensemble de
Cartan de X associe a a. On note Car(X) l’ensemble des sous-ensembles de
Cartan de X.
On rappelle que tout e le ment re gulier de X appartient a un unique sous-
ensemble de Cartan ([O.M] paragraphe 6 the ore me 2).
On a ([H2] Lemme 2.3)
A=NG(a)NH(a)
Nous allons pre ciser la structure des composantes connexes de A.
Pour : # 2, on choisit X: et X&: appartenant respectivement a g:
et g&: tels que [X: , X&:]=H: et _(X:)=X&: si : est une racine imagi-
naire non compacte. On note g:=exp(?2)(X:&X&:). D’apre s ([H4]
corollaire 1.7), pour tout a # A il existe X # a et un ensemble S de racines
imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales tels que
a= p(exp iX >: # S g:). On a alors .(a)=exp 2iX exp i? : # S H: . On
pose gS =>: # S g: et yS = p(gS ). Soit Wa un syste me de repre sentants
de exp ia"A=WG(a)WH(a) dans A forme d’e le ments y tels que .( y) # H.
Soit y # Wa . On note W yH (a) l’ensemble des h # WH(a) tels que h .y # exp ia .y.
Pour h # W yH (a), il existe donc Yh # a tel que h .y=exp iYh .y et donc
comme .( y) # H on a 2Yh # 1a . Si Y$ est un autre e le ment ve rifiant cette
proprie te , il est facile de voir que Yh&Y$ # 1a . D’autre part, on a Yh=
hYh&1=&hYh&1 modulo 1a . Si a=t, alors Yh est central dans h.
Lemme 1.4. Pour tout y # Wa , il existe g # Gy tel que y= p(g).
De monstration. Soit y # Wa . Par ce qui pre ce de, il existe X # a et un
ensemble S de racines imaginaires non compactes deux a deux fortement
orthogonales tels que y=exp iX .yS . Comme .( y) et .( yS ) sont dans H,
on a exp 4iX=1 et donc 2X # 1a /aR . Soit g=exp iX gS . Il est clair
que p(g)= y. On a g.( y) g&1=exp iXgS exp 2iX.( yS ) g&1S exp&iX. Or
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gS commute a .( yS ) et a exp iX puisque X # aR et .( yS ) commute a
exp&iX. On en de duit donc que g.( y) g&1=.( yS ) exp 2iX=.( y). K
On pose W&1a =WH(a)"WG(a).
Pour ; un poids de a, on de finit la fonction !; sur A par: si a # A alors
.(a)=exp X avec X # aC. On pose !;(a)=e;(X).
Soit S(aC) l’alge bre syme trique de aC. Cette alge bre s’identifie a l’alge bre
des ope rateurs diffe rentiels sur A, invariants par translation. On note (u)
l’ope rateur diffe rentiel associe a u # S(aC).
1.5. Nous allons rappeler la notion de sous-alge bres de Cartan et de
sous-ensembles de Cartan adjacents.
Soit a # Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan associe . Soit 8 le
syste me de racines re elles de aC dans g et soit 8+ un syste me positif. Soit
: # 8. On choisit X: et X&: appartenant respectivement a h & g: et h & g&:
tels que [X: , X&:]=H: . Soit Ker : l’ensemble des X # a tel que :(X)=0.
Il existe alors un e le ment c: du groupe adjoint de G tel que c:(H:)=
i(X:&X&:) et pour tout X # Ker :, l’on ait c:(X )=X. L’e le ment c: est
appele transformation de Cayley.
On pose a:=R(X:&X&:)+Ker :. La sous-alge bre a: est une sous-
alge bre de Cartan de h et on a c: .aC=a:, C . On dit que a: est adjacente
a a relativement a :. Dans ce cas, on note A: le sous-ensemble de Cartan
associe a a: et on l’appelle le sous-ensemble de Cartan adjacent a A
(relativement a :).
Soit 8: l’ensemble des racines de 8 orthogonales a :. Alors c:(8:)=8:
est le syste me de racines re elles de a: dans g et 8+: =8: & 8
+ est un
syste me positif de ce syste me de racines.
1.6. Soit U(g) l’alge bre enveloppante de g et soit Z(g) le centre de U(g).
On rappelle que l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariants sur X est
isomorphe a Z(g). Dans toute la suite, nous identifierons ces deux alge bres.
Si a # Car(h), on note #a l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans
l’alge bre des invariants sous l’action de WG(aC) de l’alge bre syme trique S(aC).
De finition 1.7. Une fonction ge ne ralise e 3 sur X est dite sphe rique si
elle est H-invariante et s’il existe un caracte re / de Z(g) tel que pour tout
z # Z(g), l’on ait z .3=/(z) 3.
The ore me 1.8 ([S], thm. 4.3). Une fonction ge ne ralise e sphe rique sur X
est une fonction localement inte grable sur X et analytique sur Xreg .
Nous allons rappeler les conditions ne cessaires et suffisantes pour qu’une
fonction localement inte grable de finisse une fonction ge ne ralise e sphe rique
sur X.
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The ore me 1.9 ([H1] the ore me 4.11). Soit 3 une fonction H-invariante
et localement inte grable sur X. Soit / un caracte re re gulier de Z(g). Alors,
pour tout z # Z(g), on a z .3=/(z) 3 en tant que fonction ge ne ralise e si et
seulement si la fonction 3 ve rifie les trois conditions suivantes:
(D1) pour tout z # Z(g), on a z .3=/(z) 3 sur Xreg ,
(D2) Soit A # Car(X) associe a a de Car(h). Soit 2+ un syste me
positif de racines de aC dans g. Soit 2A=>: # 2+ (1&!&:) !\ . Alors la
fonction 2A3Areg se prolonge de fac on C
 sur l ’ensemble AR-reg des x # A
tels que, pour toute racine re elle : de a, l ’on ait !:(x){1,
(D3) Soit A # Car(X) associe a a de Car(h). Soit 2+ un syste me
positif de racines de aC dans g. Alors la fonction (|a )(2A 3Areg) se prolonge
continument sur A. On notera encore (|a )(2A3Areg) ce prolongement. Soit
: une racine re elle de a et soit a # A tel que !:(a)=1 et !;(a){1 pour toute
racine ; distincte de \:, alors on a
(|a )(2A3Areg)(a)=(|a:)(2A: 3A:, reg)(a)
2. BASE DE LA SE RIE LA PLUS CONTINUE DE FONCTIONS
GE NE RALISE ES SPHE RIQUES
Dans toute la suite de cet article, sauf mention explicite du contraire, on
supposera que h admet une sous-alge bre de Cartan de type compact. On
fixe t une telle sous-alge bre de Cartan. Son syste me de racines n’est donc
forme que de racines imaginaires. On a tR=c & p et tI=c & k+t & [h, h].
Soit * # 1 t*+t*I-reg . Le but de cette partie est de de crire une base de
l’espace des fonctions ge ne ralise es sphe riques 3 sur X telles que, pour tout
z # Z(g), l’on ait z .3=#t(z)(i*) 3.
Soit T le sous-ensemble de Cartan associe a t. On rappelle le re sultat
suivant:
The ore me 2.1 (The ore me d’unicite [H2] Thm. 4.1 et [H4] Thm. 5.11).
Soit * # 1 t*+t*I-reg . Soit 3 une fonction ge ne ralise e sphe rique sur X telle que:
(i) pour tout z # Z(g), l ’on ait z .3=#t(z)(i*) 3,
(ii) Si x # Treg alors 3(x)=0.
Alors 3=0 en tant que fonction ge ne ralise e sur X.
The ore me 2.2. Soit * # 1 t*+t*I-reg . Soit y # Wt et soit  un syste me
positif de racines de tC dans g. Alors il existe une unique fonction ge ne ralise e
sphe rique 3(*, y, ) sur X ve rifiant les proprie te s suivantes:
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(i) Pour tout z # Z(g), on a z .3(*, y, )=#t(z)(i*) 3(*, y, )
(ii) Soit x # Treg . Si x  (exp i t) WH(t) .y alors 3(*, y, )(x)=0 et si
x=exp iX .y alors
3(*, y, )(x)=
u # W yH (t) =(u) e
i(u*, X+Yu)
>: #  (1&!&:(x)) !\(x)
Corollaire 2.3. Soit * # 1 t*+t*I-reg et soit  un syste me positif de
racines de tC dans g.
(i) Si h # WH(t), alors, on a 3(h .*, y, )==(h) 3(*, h&1.y, )
(ii) l ’ensemble des 3(w*, y, ) lorsque y parcourt Wt et w parcourt
W&1t forme une base de l ’espace des fonctions ge ne ralise es sphe riques 3 sur
X telles que, pour tout z # Z(g), l ’on ait z .3=#t(z)(i*) 3.
Remarque. L’expression de 3(*, y, ) sur Treg donne e dans le The ore me
2.2(ii) diffe re de celle annonce e dans [H5] the ore me 1. Ceci provient du
fait suivant: pour u # WH(t) tel que u .y # exp i t .y alors on n’a pas obliga-
toirement u # WHy(t) (l’e le ment Yu n’est pas force ment dans 1t). Cette
erreur est corrige e ici. Le me^me type d’erreur est a corriger pour la fonction
orbitale F(*, y, ) de finie dans le the ore me 3 de [H5] (voir [H6]
paragraphe 5). Ces corrections n’influent pas sur les autres re sultats de
[H5] (voir [H6]).
De monstration du corollaire. Par le the ore me d’unicite , pour obtenir (i),
il suffit de prouver que les deux fonctions ge ne ralise es sphe riques conside re es
co@ ncident sur Treg . Soit y # Wt.
Soit x # Treg . Si x  exp i tWH(t) .y alors il est clair que les deux fonctions
ge ne ralise es conside re es sont nulles en x. Soit X # t tel que x=exp iX .y. On
a alors
3(*, h&1.y, )(x)=3(*, h&1 .y, )(exp ih&1.X h&1.y)
=
u # W Hh
&1
.y (t) =(u) e
i(u*, h&1.X)ei(*, (h&1Y)u)
>: #  (1&!&:(h
&1 exp iX .y) !\(h
&1 exp iX .y))
ou uh&1.y=exp i(h&1Y)u h&1y. Or, il est clair que pour u # W h
&1.y
H (t),
on a huh&1 # W yH (t) et Yhuh&1=h(h
&1Y )u . On a donc
3(*, h&1.y, )(x)=
u # W yH (t) =(u) e
i(uh*, X) ei(*, Yu)
>: # h . (1&!&:(exp iX .y) !h .\(exp iX .y))
==(h) 3(h .*, y, )(x)
On obtient donc l’assertion (i).
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Soit 3 une fonction ge ne ralise e sphe rique telle que, pour tout z # Z(g),
l’on ait z .3=#t(z)(i*) 3. Soit  un syste me positif de racines de tC dans
g et soit 2T=>: #  (1&!&:) !\ . D’apre s le the ore me 1.9 (D1) et (D2),
pour tout y # Wt, il existe des constantes c(w, y) telles que pour tout
X # treg , l’on ait
3(exp iX .y)=
w # WG (t) c(w, y) e
i(w*, X)
2T (exp iX .y)
Comme 3 est H-invariante, pour tout u # WH(t), on a c(w, y)==(u) c(uw, uy)
et pour u # W yH (t), on a c(w, y)==(u) c(uw, y) e
i(*, Yu). Par conse quent, on a
3(exp iX .y)
= :
w # W yH(t)"WG(t)
c(w, y)
u # W yH (t) =(u) e
i(*, Yu)ei(uw*, X)
2T (exp iX .y)
= :
w # WH (t)"WG(t)
:
v # W yH (t)"WH(t)
c(vw, y) 3(vw*, y, )(exp iX .y)
= :
w # WH (t)"WG (t)
:
v # W yH (t)"WH(t)
c(w, v&1y) 3(w*, v&1y, )(exp iX .y)
Comme 3(w*, z, ) est nulle en dehors de exp i tWH(t) .z pour z # Wt ,






c(w, y) 3(w*, y, )
Maintenant, on se donne pour y # Wt et w # W&1t , des constantes c(w, y)
telles que la fonction ge ne ralise e 3=y # Wt w # Wt&1 c(w, y) 3(w*, y, )








w # W t
&1
c(w, hz) 3(w*, hz, )(exp iX .z)
= :




w # W t
&1
:
u # W zH (t)
c(w, hz) =(h) =(u) ei(*, Yu)ei(uh&1w*, X)=0





par l’application (w, h, u)  uh&1w. Comme * est suppose re gulier, les
applications X  ei(w*, X) sont line airement inde pendantes lorsque w parcourt
WG(t). La nullite de 3 entra@^ne donc la nullite de toutes les constantes c(w, y).
Ceci ache ve la de monstration du corollaire. K
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Lemme 2.4. Soit y # Wt.
(i) Le groupe Gy est re ductif complexe connexe de groupe de rive
simplement connexe, _-stable. On pose Xy=GyHy ,
(ii) L’alge bre t est une sous-alge bre de Cartan de type compact de hy ,
(iii) On a y # Xy .
De monstration. L’e le ment .( y) est un e le ment semi-simple de G. D’apre s
([O.V] 4, proble me 10 et thm. 9), on sait que Gy est re ductif complexe
connexe. Il est clairement _-stable. Soit Gy 1 le groupe de rive de Gy
d’alge bre de Lie gy 1 . On a ?1(Gy 1)=Ker exp(2i? . ): # 2(gy , t) ZH: . Soit
X # gy 1 tel que exp 2iX=1. Le groupe de rive de G e tant simplement
connexe, on a
X # gy 1 & :
: # 2(g, t)
ZH:
D’apre s ([Bou], Chap. 6, paragraphe 1, proposition 28), on a
gy 1 & :
: # 2(g, t)
ZH:= :
: # 2(gy 1 , t)
ZH:
On en de duit donc que Gy 1 est simplement connexe.
L’assertion (ii) est imme diate. Par le Lemme 5.1, il est clair que y admet
un repre sentant dans Xy ce qui donne (iii). K
On fixe *, y et  comme dans le the ore me 2.2.
Pour y=eH, le re sultat du the ore me 2.2 est de ja connu ([H2] thm. 7.1
et [H4] thm. 5.11). Nous rappelons brie vement la construction de 3(*, eH, ).
Soit ;H .* la mesure de Liouville de l’orbite coadjointe H .* et soit ; H .*
la transforme e de Fourier de cette mesure. Soit w* l’e le ment de WG(t) tel
que w* . soit l’ensemble des : # 2t telles que i*(H:)>0. On pose, pour





[X # hreg , Exp X=x]1t
; H .*(X ) |J(X )|&12
ou par convention, si l’ensemble sur lequel la somme est faite est vide,
la somme est nulle et |Inc | est le cardinal de l’ensemble des racines
imaginaires non compactes de .
Lorsque l’e le ment .( y) est central dans G, alors pour tout g # G, l’e le ment
g .y ne de pend que de p(g). Donc pour x= p(g), on peut poser x .y= g .y.
On de finit dans ce cas la fonction ge ne ralise e 3(*, y, ) en posant, pour
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x # Xreg , 3(*, y, )(x)=3(*, eH, )(x .y). Il est clair que 3(*, y, ) ve rifie
les assertions du the ore me 2.2. D’autre part, par construction, on a
3(*, y, )Xreg est nulle en dehors de (exp ih .y)reg .
On suppose maintenant que y est quelconque. On note y l’ensemble des
racines : #  telles que !:( y)=1. Par ce qui pre ce de, il existe une unique
fonction ge ne ralise e sphe rique 3(Xy , *, y, y) sur Xy ve rifiant les proprie te s
du the ore me 2.2 sur l’espace syme trique Xy . Pour x # Xreg , on note N
Xy
H (x)
l’ensemble des h # H tel que h .x # Xy .
Lemme 2.5. Soit x # Xreg et soit a=hx . Soit A le sous-ensemble de
Cartan de X associe a a. Alors, on a:
(i) si h # NXyH (x), on a h .a # Car hy ,
(ii) l ’ensemble NXyH (x) ne de pend que de la composante connexe de A
qui contient x,
(iii) l ’ensemble Hy"N
Xy
H (x) est fini.
Si x est un e le ment semi-simple de X appartenant au sous-ensemble de
Cartan A associe a a # Car(h), on notera NXyH (x, a) l’ensemble des h # H
tels que h .x # Xy et h .a # Car(hy).
De monstration. Soit x # Xreg . Si h # N
Xy
H (x), l’e le ment h.(x)h
&1 est un
e le ment re gulier de Gy , et donc Zhy (h.(x) h
&1) est une sous-alge bre de Cartan
de hy contenue dans h .a. Comme h et hy ont me^me rang, on en de duit que
h .a # Car(hy). D’ou l’assertion (i).





Soit h # NXyH (x). D’apre s (i), on a h .a # Car(hy). On e crit x=exp iX .u
avec X # a. On a donc h .x=(exp ih .X ) h .u. Il est donc clair que h .x # Xy
si et seulement si h .u # Xy .
L’assertion (iii) de coule de ([B1] Remarque 7.2.3). K
On pose alors




3(Xy , *, y, y)(h .x) |DXy (h .x)|
12
Le the ore me 2.2 de coule du the ore me suivant:
The ore me 2.6. La fonction 3 de finit une fonction ge ne ralise e sphe rique
sur X ve rifiant les assertions du the ore me 2.2. On la notera 3(*, y, ).
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2.7. Remarque. Comme la fonction 3(Xy , *, y, )Xy reg est nulle en
dehors de (exp ihy .y)reg , on a
3(*, y, )Xreg est nulle en dehors de (exp ih H .y)reg .
De monstration. L’ensemble Hy"N
Xy
H (x) est fini et la fonction |DX |
&12
est localement inte grable sur X. Par l’expression locale de 3(Xy , *, y, y)
([H2] the ore me 5.11), il est clair que 3 de finit une fonction localement
inte grable, H-invariante sur X. Pour prouver que 3 de finit une fonction
ge ne ralise e sphe rique sur X, on va montrer que 3 ve rifie les conditions
ne cessaires et suffisantes rappele es dans le the ore me 1.9.
Soit z # Z(g) et x # Xreg . On note A le sous-ensemble de Cartan de X
contenant x. Si h # NXyH (x), on note (h .A)y le sous-ensemble de Cartan de
Xy contenant h .x. On a alors ([H1] Cor. 3.9):
(z .3)Areg(x)=|DX (x)|
&12 #a (z) . ( |DX | 12 3Areg)(x)





#h .a(z) . (3(Xy , *, y, y) |DXy |
12)(h .A)y, reg (h .x)
=#t(z)(i*) 3Areg(x)
Donc 3 ve rifie l’assertion (D1) du the ore me 1.9.
De monstration de (D2). Soit A un sous-ensemble de Cartan de X
associe a la sous-alge bre de Cartan a. Soit 2+ un syste me positif de racines
de aC dans g. On pose 2A=>: # 2+ (1&!&:) !\ . On pose 9A=2A 3Areg .
Montrons que la fonction 9A se prolonge analytiquement sur l’ensemble
AR-reg des a # A tels que pour toute racine re elle de aC dans g, l’on ait
!:(a){1 (relation (D2)).





b2+ |DX | 12
Si pour tout h # H, l’alge bre h .a n’est pas une sous-alge bre de Cartan
de hy , alors pour tout x # Areg , on a N
Xy
H (x)=< et donc la fonction 9A
est toujours nulle, elle ve rifie donc bien (D2).
On suppose maintenant que a # Car(hy). Pour b # Car(hy), on adoptera
les notations suivantes: soient B et By les sous-ensembles de Cartan
respectivement de X et Xy associe s a b. L’ensemble By est forme des
exp ib .u ou u # Wb & Xy . Soit 2+b et 2
+
b, y des syste mes positifs de racines
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de bC respectivement dans g et gy tels que 2+b, y /2
+
b . Soit 2
+
b, R et 2
+
b, y, R
l’ensemble des racines re elles de 2+b et 2
+
b, y . On pose \b, y=
1
2 : # 2+b, y : et
\b = 12 : # 2b+ :.
On pose =(b, y)=(!\b |!\b | )( |!\b, y |!\b, y) b2b+ &2+b, y . C’est une fonction





=(h .a, y)(h .x)(2 (h .A)y 3(Xy , *, y, y))(h .x)
Si NXyH (x)=< alors la fonction 9A est nulle sur les e le ments re guliers de
la composante connexe de A contenant x et donc elle se prolonge analyti-
quement sur cette composante connexe.
On suppose maintenant que NXyH (x){<. Par la remarque 2.7, on sait
que 3(Xy , *, y, y)(h .x){0 si et seulement si il existe X # h .a tel que
h .x=exp iX .y. Dans ce cas, on a:
=(h .a, y)(h .x)=!\h . a&\h . a, y( y) ‘
: # 2+h . a&2
+
h . a, y
(ei:(X )&!&:( y) e&i:(X ))
|(ei:(X)&!&:( y) e&i:(X )|
Comme y # Wt, pour toute racine : # 2+h .a , on a !:( y)=\1. Or pour
tout : # 2+h .a&2
+
h .a, y , on a !&:( y)=&1 et donc =(h .a, y)(h .x)=
!\h . a&\h . a, y ( y) >: # 2+h . a&2+h . a, y cos :(X )|cos :(X)|.
Si : est une racine imaginaire, on a cos :(X )=chi :(X )>0. Si : est
une racine complexe positive, alors il en est de me^me de : et dans ce
cas, on a cos :(X) cos : (X )>0. On en de duit donc que =(h .a, y)(h .x)=
!\h . a&\h . a, y ( y) >: # 2+h . a, R ; !:( y)=&1 signe(cos :(X)). En particulier, la fonc-
tion =(h .a, y) se prolonge en une fonction localement constante sur
(h .A)R-reg & (exp ih .a .y).
Soit # # exp ia .x avec # # AR-reg . Dans ce cas, pour tout h # N
Xy
H (x), on
a h .# # ((h .A)y)R-reg et donc la fonction 2(h .A)y 3(Xy , *, y, y) se prolonge
analytiquement au voisinage de h .#. D’autre part, lorsque 3(Xy , *, y, y)
ne s’annule pas au voisinage de h .#, la fonction =(h .a, y) est constante au
voisinage de h .# par ce qui pre ce de. On obtient donc l’assertion (D2).
De monstration de (D3). On garde les notations pre ce dentes. On fixe :
une racine re elle de aC dans g et # # A tels que !:(#)=1 et !;(#){1 pour
toute racine ; diffe rente de \:.
Pour t # R, on pose #:(t)=exp itH: .#. Il existe =>0 tel que, pour tout
t ve rifiant 0<|t|<=, l’e le ment #:(t) appartient a Areg . On garde les
notations de 1.2 et 1.5. Il faut donc prouver les deux assertions suivantes:
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(*) l’application (|a ) 9A se prolonge continu^ment au point #,
(**) limt  0 ((|a ) 9A)(#:(t))=(|a:) 9A:(#).
De monstration de (*). Si NXyH (a, #)=< alors la fonction 9A est nulle
en #:(t) pour 0<|t|<= et donc (|a ) 9A se prolonge continu^ment par 0
en #.
Supposons maintenant que NXyH (a, #){<. On fixe h # N
Xy
H (a, #). Comme
la fonction 3(Xy , *, y, y)Xy reg est nulle en dehors de exp ihy .y, on peut
supposer que h .# # exp i(h .a) .y. On pose b=Ad(h) a et $=h .:. La racine
$ est donc une racine re elle de bC dans g.
On pose |b, y=>; # 2+b, y H; et P=>; # 2b+&2+b, y H; de telle sorte que
|b =|b, yP. Le polyno^me P est invariant sous l’action du groupe de Weyl
WGy(bC). Soit 1b , t l’isomorphisme de S(bC)
WGy (bC) dans S(tC)WGy(tC) . On a
alors
(P)(2By 3(Xy , *, y, y)By)=1b, t(P)(i*)(2By 3(Xy , *, y, y))By
On pose
Fh(t)=|b, y(=(b, y) 2By 3(Xy , *, y, y))(h .#:(t))
de telle sorte que 9A(#:(t))=!\( y) 1b, t(P)(i*) h # Hy"NHXy (a, #) Fh(t).
On a vu pre ce demment que la fonction =(b, y) est une fonction locale-
ment constante sur (By)R-reg . Donc, pour tout t{0 suffisamment petit,
on a
Fh(t)==(b, y)(h .#:(t)) |b, y(2By 3(Xy , *, y, y))(h .#:(t))
1er cas: $  2b, y . La fonction |b, y(2By 3(Xy , *, y, y)) est continue
au point # par la proprie te (D2).
D’autre part, on a suppose que h .#=exp iX .y avec X # b. On a donc
h .#:(t)=exp i(tH$+X ) .y. Vue l’hypothe se sur $, on a !$( y)=&1. Comme
!$(exp iX .y)=1 on a e2i$(X )=&1 ce qui e quivalent a $(X) # ?2+?Z. On
en de duit que pour t{0 voisin de 0, on a
=(b, y)(h .#:(t))=!\b&\b, y( y) ‘
; # 2+b, R !; ( y)=&1
signe(cos ;(tH$+X ))
Soit ; est une racine re elle de bC dans g telle que !;( y)=&1.
Si ;{$ alors on a !;(h .#){1 et donc e2i;(X ){ &1. On en de duit que
pour t suffisamment petit, on a cos ;(tH$ + X) cos ;(X ) > 0 et t sin $(X )
cos $(tH$+X )<0. On obtient donc =(b, y)(h .#:(t))=&=(b, y)(h .#:(&t))
et par conse quent on a limt  0+ Fh(t)=&limt  0& Fh(t).
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Or, comme $  2+(hy , b), la re flexion s$ ne se re alise pas dans Hy .
L’e le ment s$h=hs: envoie # sur h .# et il ne repre sente pas le me^me e le ment
que h dans Hy"N
Xy
H (a, #). Par ce qui pre ce de, on a
lim
t  0+





2ie me cas: $ # 2+b, y .
La fonction =(b, y)(h .#:(t)) est continue en t=0 et la fonction
|b, y(2By 3(Xy , *, y, y)) est continue au point h .# par la proprie te (D3).
On a donc prouve l’assertion (*). Notons AXyH (a, #) l’ensemble des h # H
tels que h .: # 2(hy , h .a) et h .# # exp i(h .a) .y. On a prouve de plus que:




_|h .a, y(2(h .A)y 3(Xy , *, y, y))(h .#) (***)
De monstration de (**). On garde les notations pre ce dentes. On suppose
que AXyH (a, #){<. Soit h # A
Xy
H (a, #). On peut e crire y=h exp iX .# avec
X # a. Comme !:(#)=1 et h .: # 2h .a, y , on obtient !:(Exp X )=1 ce qui est
e quivalent a :(X) # ?Z. D’apre s ([H2] proposition 3.9), deux cas sont
possibles: soit il existe X0 # a & a: tel que Exp X=Exp X0 , soit on est dans
la situation suivante:
Exp X=Exp(X0+?2 H:) avec X0 # a & a: et pour tout Z # 1a , on a
:(Z){?. Or d’apre s ([H2] de monstration du the ore me 6.3, 2ie me cas),
dans ce deuxie me cas on a
(|h .a, y)(2(h .A)y 3(Xy , *, y, y))(h .#)=0
Donc dans la somme (***) de finissant 9A , seuls sont a prendre en compte
les h # AXyH (a, #) tels qu’il existe X # a & a: ve rifiant h exp iX .#= y. Or il est
clair qu’un tel h est un e le ment de NXyH (a: , #) tel que h .# # (exp ih .a:) .y.
Soit h # NXyH (a: , #) tel que h .# # (exp ih .a:) .y. On rappelle que c: est la
transformation de Cayley relative a : (voir 1.5). Soit ;=c: .:. C’est une
racine imaginaire non compacte de a:, C et on a !;(#)=1. Comme on peut
e crire h exp iX .#= y avec X # a: , on en de duit que !;(Exp X )=!h .;( y).
Comme ; est imaginaire alors !;(Exp X ) est un re el strictement positif. Par
conse quent, on a !h .;( y)=1 et ;(X)=0. La racine h .; est donc une racine
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de (h .a:)C dans gy . On en de duit que h .: # 2h .a, y . Par le choix de X, il est
clair que h .# # exp ih . (a & a:) .y.
On a donc prouve que l’application identite est une bijection entre
l’ensemble des h # AXyH (a, #) tels que y # hexp i(a & a:) .# et l’ensemble des
h # NXyH (a: , #) tels que y # hexp i(a:) .#. En utilisant la proprie te (**)
applique e a 3(Xy , *, y, y) aux points h .#, on obtient ainsi
(|a )(9A)(#)=!\( y) 1b, t(P)(i*) :
h # Hy"NH
Xy (a: , #)
=(h .a, y)(h .#)
_(|h .a: , y)(2(h .A:)y 3(Xy , *, y, y))(h .#)
Pour avoir le re sultat (**) pour 3, il suffit donc de prouver que pour tout
h # NXyH (a: , #) tel que h .# # exp ih . (a & a:) .y, on a
=(h .a, y)(h .#)==(h .a: , y)(h .#)
On e crit h exp iX .#= y avec X # a & a: . On a alors
=(h .a, y)(h .#)=!\h . a&\h . a, y( y) ‘
; # 2 +h . a, R , !; ( y)=&1
signe(cos ;(h .X ))
Comme !h .:( y)=1, on a !\h . a&\h . a, y( y)=!\h . a:&\h . a:, y( y). D’autre part,
les racines re elles de h .a: sont les racines re elles de h .a orthogonales a h .:.
Soit R l’ensemble des racines re elles positives ; de h .a telles que !;( y)=&1
et ;(Hh .:){0. Il faut donc prouver que >; # R signe(cos ;(X))=1. Soit
; # R. Soit $ # [sh .:(;), &sh .:(;)] & 2+h .a . C’est une racine de R distincte de
; telle que cos ;(h .X ) cos $(h .X )>0. On en de duit donc le re sultat voulu.
Lorsque AXyH (a, #)=<, alors N
Xy
H (a: , #)=< par ce qui pre ce de. On a
donc dans ce cas (|a )(9A)(#)=(|a:)(9A:)(#)=0
Ceci ache ve la de monstration de (**).
Calcul de 3Treg . Soit x # Treg . On e crit x=exp iX .u avec X # t et u # Wt.
On a 3(x){0 si et seulement si NXyH (x){<. Soit h # N
Xy
H (x). On a alors
h . t # Car(hy). Or t et h . t sont alors deux sous-alge bres de Cartan
fondamentales de hy . Elles sont donc Hy conjugue es. Donc les ensembles
WHy(t)"WH(t) et Hy"[h # H; h . t # Car(hy)] sont donc isomorphes. Mainte-
nant comme h # NXyH (x), on a u # WH(t) .y.
Donc, si x  exp i tWH(t) .y, alors 3(x)=0. Par H-invariance, il suffit de
conna@^tre 3(x) pour x=exp iX .y. Soit h # WH(t) tel que h .x # exp i t .y. On
a alors h # W yH (t). On obtient ainsi
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3(x)=!\( y) |DX (x)|
&12
_ :
h # W Hy
(t)"WyH (t)
3(Xy , *, y, y)(h .x) |DXy(h .x)|
12
=!\( y) |DX (x)|
&12
_ :
h # W Hy
(t)"WyH (t)
3(Xy , *, eHy , y)(Exp(h .X+Yh)) |DXy(h .x)|
12





w # WHy (t) =(w) e
i(w*, h .X+Yh) |DXy(h .x)|
12








>: # y (1&!&:(h .x)) !\ y (h .x) !\y( y)
=by (h .x)=b(h .x)==(h) b(x).
On obtient donc
3(x)=









=(w) ei(w*, h .X+Yh)
On en de duit le re sultat voulu.
Ceci ache ve la de monstration du the ore me. K
3. PO LES DES FONCTIONS GE NE RALISE ES 3(*, y, )
On fixe comme dans la partie pre ce dente une sous-alge bre de Cartan de
type compact t de h. Soit * # 1 t*+t*I-reg , soit y # Wt et  un syste me positif
de racines de tC dans g.
Le but de cette partie est d’e tudier la de pendance en * des fonctions
ge ne ralise es 3(*, y, ) construites dans le paragraphe pre ce dent. Les re sultats
et me thodes utilise es sont analogues a ceux de crits par A. Bouaziz lors
de son e tude des inte grales orbitales sur un groupe re el de Lie re ductif
connexe ([B2] Paragraphe 6).
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Soit t*I-reg(C) l’ensemble des + # t*I, C tels que la partie re elle Re(+) de +
soit dans t*I-reg .
Suivant [CD], on dit qu’une fonction holomorphe f sur un ouvert
dense de Cn et a valeurs dans un espace de Fre chet est me romorphe sur Cn
si pour tout x # Cn, il existe un voisinage Vx de x et une fonction holomorphe
gx de Vx a valeurs dans C telle que fgx se prolonge en une fonction holo-
morphe sur Vx .
The ore me 3.1. (1) Soit *0 # 1 t*. Soit * # t*I-reg . La fonction
*  3(*0+*, y, )
se prolonge en une fonction holomorphe de t*I-reg(C) dans l ’espace des fonctions
ge ne ralise es sur X. La fonction ge ne ralise e 3(*0+*, y, ) est sphe rique et
elle ve rifie les proprie te s du The ore me 2.2.
(2) Soit *0 # 1 t*. Soit y l ’ensemble des : #  tels que !:( y)=1. Alors
la fonction *  >: # y (1&e
&i?*(H:)) 3(*0+*, y, ) se prolonge en une
fonction me romorphe sur t*I, C . De plus pour =>0 suffisamment petit, c’est
une fonction holomorphe sur l ’ensemble des + # t*I, C dont la partie imaginaire
Im(+) ve rifie: pour toute racine : # y on a |Im(+)(H:)|<=.
En particulier, la fonction *  >: # y (1&e
&i?*(H:)) 3(*0+*, y, ) se
prolonge analytiquement sur tI*.
Le reste de cette partie consiste en la de monstration de ce the ore me.
Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un syste me positif  de
racines de tC dans g. Soit y # Wt.
Soit a # Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan de X associe .
On fixe x # G tel que x . tC=aC. Soit U une composante connexe de
l’ensemble des X # a tels que exp iX .y # AR-reg . Par 2.7, si a # Areg avec
3(*, y, )(a){0 alors a est H-conjugue e a une sous-alge bre de Cartan
de hy . On suppose maintenant que a # Car(hy). Dans ce cas, on a 3(*, y, )
(a){0 si et seulement si a # WH(a) exp ia .y. Comme la fonction ge ne ralise e
3(*, y, ) est sphe rique, le The ore me 1.9 (D1) et (D2) assure que pour
tout w # WG(aC), il existe des fonctions dy(w, U, *) de * telles que, pour
tout X # U l’on ait
3.2. 3(*, y, )(exp iX .y)=
w # WG (aC) dy(w, U, *) e
i(wx .*, X)
>: # x . (1&!&:(exp iX .y)) !\x . (exp iX .y)
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Nous allons e tudier les fonctions dy(w, U, *).
On suppose tout d’abord que y=eH.
Soit G1 le groupe de rive de G et soit H1=H & G1 . On pose X1=G1 H1 .
Soit *1=*t & [h, h] et soit *0 l’e le ment de c* tel que *=*0+*1 . D’apre s
([H4] lemme 5.3), la fonction ge ne ralise e 3(*, eH, ) est le prolonge-
ment de la fonction ge ne ralise e 3(X1 , *1 , eH, ), de finie sur X1 par le
the ore me 2.2, par le caracte re /*0 du centre de G de fini par *0 . Rappelons
la de finition de ce prolongement.
Soit g1 , ..., gp un syste me de repre sentants de G1 & (ZH)H1 dans G1 .
Pour tout j # [1, ..., p], il existe donc hj # H et zj dans le centre de G tels
que gj=hjzj . Pour X # hreg , on e crit X=X0+X1 avec X0 # c et X1 # [h, h].
On a alors:







3(X1 , *1 , eH, )(g&1j exp iX1 .gk) /*0 (exp iX0zjz
&1
k )
Il suffit donc de prouver le the ore me pour la fonction ge ne ralise e
3(X1 , *1 , eH, ).
On suppose donc maintenant que G est semi-simple. On a alors 1t=[0]
et tI=t.
3.3. Dans toute la suite de ce paragraphe on adoptera les notations
suivantes. Soit | la composante connexe de 0 de l’ensemble des X # h tels
que J(X ){0. Soit ?0(aR-reg) l’ensemble des composantes connexes de aR-reg .
On fixe C # ?0(aR-reg).
Soit 2R le syste me de racines re elles de a. Par ([H2] (3.3) et lemme 3.4),
on a 1a =: # 2R ?ZH: . Soit WR le groupe de Weyl engendre par les
re flexions s: pour : # 2R .
Soit U # ?0(aR-reg). Il existe un unique e le ment de u de WR tel que
u .U=C. On pose alors =R(U )==(u).
La fonction ge ne ralise e 3(*, eH, ) s’exprime facilement en terme de
transforme e de Fourier d’orbites: soit ;H .* la mesure de Liouville de
l’orbite coadjointe H .* et soit ; H .* la transforme e de Fourier de cette
mesure. Soit w* l’e le ment de WG(t) tel que w* . soit l’ensemble des : # 2t





[X # h reg , Exp X=x]
; H .*(X) |J(X )|&12
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D’apre s ([V] thm. I.7.7), pour tout w # WG(aC) et pour toute chambre
de Weyl F de t*reg , il existe des constantes c(w, F, C) telles que pour tout
X # C, l’on ait
; H .*(X )==(w*)
w # WG(aC) c(w, F, C) e
i(wx .*, X)
>: # x . :(X )
De plus les constantes c(w, F, C) ve rifient la proprie te suivante (car la
distribution ; H .* est tempe re e):
3.4. Si c(w, F, C){0 alors pour tout X # C et pour tout * # F, on a
Re i(wx .*, X)0
D’autre part, soit V une composante connexe de l’ensemble des X # a tels
que Exp X # AR-reg . Il existe alors un unique e le ment #V # 1a et un unique
e le ment w0 # WR tels que w0 .V=C & |+#V . Par H-invariance, on a
3(*, eH, )(Exp X)=3(*, eH, )(Exp(w0 .X&#V)) et donc on a
d(w, V, *)=d(w0w, C & |, *) e&i(w0wx .*, #V)
Dans ce qui suit, on prendra V=C & | et on posera d(w, C & |, *)=
d(w, C, *). Nous allons e tudier d(w, C, *).
3.5. Soit X0 # C & |. D’apre s ([H2] (5.8)), pour tout w # WG(aC), on a
d(w, C, *)=(&1) |Inc | :
U # ?0(aR&reg)
=R(U ) c(w, F, U ) :
# # 1a , (#+X0) # U
ei(wx .*, #)
cette se rie e tant absolument convergente d’apre s (H2, Lemme 5.7).
Remarques. (1) Les fonctions d(w, C, *) ne de pendent pas du choix
de F. En effet, la fonction ge ne ralise e 3(*, eH, ) est uniquement
de termine e par les deux proprie te s suivantes:
(i) pour tout z # Z(g), on a z .3(*, eH, )=#t(z)(i*) 3(*, eH, ),




si w  WH(t)
si w # WH(t)
(2) La fonction d(w, C, *) de pend e galement du choix de x tel que
x . tC=aC. Notons la d(x, w, C, *). Soit x$ un autre e le ment de G tel que
x$ . tC=aC. Il existe donc w0 # WG(aC) tel que x$=w0x. On a alors
d(x$, w, C, *)==(w0) d(w, ww0 , C, *). La de pendance de ce choix de x
n’interviendra pas dans les re sultats que nous allons de montrer.
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On fixe une chambre de Weyl F de t*reg et on note 7 le syste me positif
de racines de tC de fini par le choix de F, c’est-a -dire l’ensemble des racines
: de tC telles que, pour tout + # F, l’on ait i+(H:)>0.
On note F(C) l’ensemble des * # t*reg(C) tel que Re(*) # F.
Lemme 3.6. On garde les notations pre ce dentes.
(i) La fonction *  d(w, C, *) se prolonge holomorphiquement a
t*reg(C) et pour tout * # t*reg(C), la fonction ge ne ralise e 3(*, eH, ) de finie par
3.2 ve rifie les proprie te s du The ore me 2.2,
(ii) La fonction *  >: # 7 (1&e&i(*, ?H:)) d(w, C, *) est borne e sur
toute partie relativement compacte de t*reg(C) et il existe une constante
strictement positive C telle que, pour tout * # F(C) et pour tout X # C & |,
l ’on ait
} ‘: # 7 (1&e
&i(*, ?H:)) d(w, C, *) ei(wx .*, X) }<C
De monstration. Les constantes c(w, F, C) ne de pendent que de F et
non pas de *. Comme pour tout w # WG(aC), pour tout # # 1a et pour
tout * # t*reg(C), on a Re(iwx .*, #) =(iwx .Re*, #) , la se rie de finissant
d(w, C, *) (voir formule 3.5) reste absolument convergente pour tout
* # t*reg(C). Pour * # t*reg(C), on de finit d(w, C, *) par la formule 3.5 et la
fonction 3(*, eH, ) par 3.2. On obtient alors facilement l’assertion (i).
Par la proprie te (3.4), si c(w, F, U ){0 alors, pour tout & # F(C) et
pour tout X # U on a Re i(wx .&, X) 0.
Soit N le cardinal de l’ensemble des U # ?0(aR-reg) telles que c(w, F, U){0.
On pose C1(w)=NsupU # ?0(aR-reg ) |c(w, F, U )|. On obtient ainsi
|d(w, C, *)|C1(w) :
# # 1a ; Re(iwx .*, #+X0)0
eRe(iwx .*, #)
On suppose maintenant que * # F(C). Soit :1 } } } :k les racines simples de
7 et soit |1 } } } |k les poids fondamentaux relatifs a cette base, c’est-a -dire
|j (H:l )=$j, l ou $j, l est le symbole de Kro necker.
On a alors Re *=i kj=1 tj|j ou les tj sont des re els strictement ne gatifs
et pour tout # # 1a , on a x&1w&1# # kj=1 ?ZH:j .
Soit j # [1, ..., k]. Soit rj, w le plus grand entier tel que, pour tout X0 # C & |,
l’on ait ?rj, w&Re(|j , x&1w&1(X0)). Donc, si # # 1a est tel que pour
tout X0 # C & | l’on ait Re i(*, x&1w&1(X0+#)) 0 alors on peut e crire
x&1w&1.#=kj=1 ?njH:j avec nj # Z et njrj, w .
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On obtient ainsi
|d(w, C, *)|C1(w) :
(n1 , ..., nk) # Z
k, njrj, w




ei?rj, w(Re *, H:j) :
nj0
ei?nj (Re *, H:j )
C1(w)
>kj=1 e
i?rj, w(Re *, H:j)
>kj=1 (1&e
&i?(Re *, H:j))
On obtient la premie re partie de l’assertion (ii).
Maintenant, pour X # C & |, on a kj=1 i?rj, w(Re *(H:j)+i(wx .Re*, X) )
=&kj=1 tj[?rj, w+Re |j (x
&1w&1.X )]0.
Par conse quent, on a
|d(w, C, *) ei(wx*, X) |C1(w)
1
>kj=1 (1&e
&i?(Re *, H:j ))




(1&e&i?(Re *, H:j)) d(w, C, *) ei(wx*, X) }C
Ceci ache ve la de monstration du lemme. K
Lemme 3.7. Soit w # WG(aC). Soit :1 , ..., :k les racines simples de 7.
Alors il existe une fraction rationnelle Rw, C en k variables telle que, pour tout
* # t*reg(C) l ’on ait
d(w, C, *)=Rw, C(ei?(Re *)(H:1), ..., ei?(Re *)(H:k))
De monstration. On de montre le re sultat par re currence sur dim aR . Si
dim aR=0 alors la sous-alge bre a est H-conjugue e a t. On peut donc
supposer que a=t. Dans ce cas, on a C=t et d(w, t, *)==(w) si w # WH(t)
et d(w, t, *)=0 sinon. Le lemme est donc imme diat dans ce cas.
On suppose dim aR>0. Soit ,+ le syste me de racines re elles positives de
a de termine par le choix de C. Soit 6 l’ensemble des racines simples de ,+
et soit :~ la plus grande racine de ,+. On reprend les notations de 1.5.
Soit C: la chambre de Weyl de a:, R-reg de finie par ,+: et soit x:=c: x
(on a x: tC=a:, C). D’apre s ([H2] (6.9) et (6.13)), la condition (D3) du
the ore me 1.9 (conditions de recollement), se traduit par les relations
suivantes:
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(1) pour tout : # 6, alors d(w, C, *)&d(s:w, C, *)=d(c:wc&1: , C: , *)
&d(c:s: wc&1: , C: , *)
(2) d(w, C, *) ei(wx .*, ?H:~ )&d(s:~ w, C, *)= f (:~ , *) ou la fonction
f (:~ , *) est de finie de la manie re suivante:
si pour tout X # 1a , on a :~ (X ){? alors f (:~ , *)=0
sinon, il existe Z0 # 1a tel que :~ (Z0)=? et ?H:~ 2+Z0 # a:~ & |. Soit
,0, :~ le syste me de racines re elles positives de a:~ de fini comme suit: soit
# # ,+:~ . Alors on a # # ,
+
0, :~ si #(Z0)=0 et &# # ,
+
0, :~ si #(Z0)=?. Soit C0, :~
la chambre de Weyl de a:~ , R-reg de finie par le choix de ,0, :~ . ([H2] (6.11))
Dans ce cas, on f (:~ , *)=d(c:~ wc&1:~ , C0, :~ , *)&d(c:~ s:~ wc
&1
:~ , C0, :~ , *)
ei(wx .*, ?H:~ &Z0)
Comme la fonction ge ne ralise e 3(*, eH, ) est l’unique fonction ge ne ralise e
ve rifiant (i) z .3(*, eH, )=#t(z)(i*) 3(*, eH, ) pour z # Z(g) et (ii) si
x # Treg"Exp(t), alors 3(*, eH, )(x)=O et 3(*, eH, )(Exp X )=
w # WH (t) =(w) e
i(w*, X)>: #  ((1&!&:(Exp X )) !\ (Exp X), les fonctions
d(w, C, *) sont les uniques solutions du syste me d’e quations line aires
suivant:
{
(0) si a=t alors d(w, t, *)={=(w)0
si w # WH(t)
si w  WH(t)
(1)
(2)= de finies ci-dessus
(3) pour tout v # WH(a) alors d(vw, vC, *)==(v) d(w, C, *)
Comme on a x&1w&1H:~ # ; # 7 ZH; , en appliquant l’hypothe se de
re currence aux fonctions d(c:wc&1: , C: , *) pour : # 6 _ [:~ ], on obtient
donc le re sultat voulu. K
Corollaire 3.8. Soit 7 un syste me positif de racines de tC dans g.
Alors, pour tout : # 7, il existe un entier n: # N et des re els deux a
deux distincts c:, 1 , ..., c:, n: tels que pour tout * # t*reg(C), la fonction
>: # 7 >
n:
j=1 (e
ic:, j&e&i?(*, H:)) d(w, C, *) soit un polyno^me en les ei?(*, H:)
pour : # 7.
En particulier, elle se prolonge en une fonction holomorphe sur t*C.
De monstration. La de monstration de ce corollaire est exactement la
me^me que celle du corollaire 6.3.3 de [B2]. En effet celui-ci de coule des
Lemmes 6.3.1 et 6.3.2 de [B2] qui sont les analogues des deux lemmes
pre ce demment de montre s ici. K
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On ne suppose plus G semi-simple et on fixe y # Wt. On a vu pre ce dem-
ment que, pour tout U composante connexe de l’ensemble des X # a tels
que exp iX .y # AR-reg , il existe des fonctions dy(w, U, *) telles que, pour tout
X # U, l’on ait
3(*, y, )(exp iX .y)=
w # WG (aC) dy(w, U, *) e
i(wx .*, X)
>: # x . (1&!&:(exp iX .y)) !\x . (exp iX .y)
Corollaire 3.9. Soit 7 comme pre ce demment et soit 7y l ’ensemble des
: # 7 tels que !:( y)=1.
(i) Soit *0 # 1 t*. Alors la fonction *  3(*0+*, y, ) se prolonge en
une fonction holomorphe de t*I-reg(C) dans l ’espace des fonctions ge ne ralise es
sur X. La fonction ge ne ralise e 3(*0+*, y, ) est sphe rique et elle ve rifie les
proprie te s du the ore me 2.2.
(ii) Pour tout : # 7y il existe un entier n: # N et des re els deux a deux
distincts c:, 1 , ..., c:, n: tels que pour tout * # t*reg(C) et pour tout w # WG(aC),
la fonction >: # 7y >
n:
j=1 (e
ic:, j&e&i?(*, H:)) dy(w, U, *) soit un polyno^me en
les ei?(*, H:) pour : # 7y .
De monstration. On rappelle que pour # # Xreg , on a





3(Xy , *, y, y)(h .#) |DXy(h .#)|
12
et en particulier, la fonction 3(*, y, )Xreg est nulle en dehors de
(exp ihH .y)reg .
Soit A # Car(X) associe a a # Car(h). Si pour tout h # H, on a h .a  hy ,
alors la fonction ge ne ralise e 3(*, y, ) est nulle sur Areg .
On suppose a # Car(hy). Soit #=exp iX .y # AR-reg . Supposons qu’il existe
h # NXyH (#) tel que h .# # exp iha .y. On a alors h .a # Car(hy) et il existe
Yh # h .a tel que hy=exp iYh .y. Soit U la composante connexe de l’ensem-
ble des Y # a tels que exp iY .y # AR-reg contenant X. Dans ce cas, il existe
Uh une composante connexe de l’ensemble des Y # h .a tels que exp iY .y #
(h .A)y, R-reg , telle que h .X+Yh # Uh . Soit xh # Gy tel que xh . tC=(h .a)C.
Par de finition de 3(*, y, ) et avec les notations de la de monstration du
the ore me 2.6 (de monstration de (D2)), on a:






=(h .a, y)(h .x)(2(h .A)y3(Xy , *, y, y))(h .x)
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ou =(h .a, y)(h .x) est un signe qui ne de pend que Uh (et non de h .x).
On le notera s(a, h, Uh). Comme 3(Xy , *, y, y))(h .x)=3(Xy , *, eH, y))
(Exp(h .X+Yh)), on obtient donc





Xy ( y, a)
s(a, h, Uh) :
v # WGy(h .aC)
d(v, Uh , *) ei(vxh .*, h .X+Yh)
= :







v # WGy(h .aC)




h # Hy"N H
Xy ( y, a)
s(a, h, Uh) :
(vxh)tC=hwxtC
v # WGy(h .aC)
d(v, Uh , *) ei(vxh .*, Yh)
La premie re assertion du corollaire de coule des proprie te s des d(v, Uh , *)
(lemme 3.5 (i)) et la deuxie me assertion du corollaire 3.8. K
De monstration du the ore me 3.1. Soit *0 # 1 t*. Soit y # Wt et soit 
et 7 deux syste mes positifs de racines de tC dans g. Pour * # t*I-reg(C),
on pose 3(*)=>: # 7y (1&e
&i?(*, H:) ) 3(*0+*, y, ). Pour tout : # 7y ,
on fixe comme dans le Corollaire 3.9, un entier n: strictement positif
et des re els deux a deux distincts c:, 1 , ..., c:, n: . On pose g(*)=
>: # 7y >j=1, ..., n:, c:, j{0 (e
ic:, j&e&i?(*, H:)) de sorte que pour tout a # Car(h),
pour tout w # WG(aC) et pour toute composante connexe U de l’ensemble
des X # a tels que exp iX .y # AR-reg , la fonction g(*) >: # 7y (1&e
&i?(*, H:))
dy(w, U, *0+*) se prolonge en une fonction holomorphe sur t*I, C .
Nous allons montrer que la fonction *  g(*) 3(*) est holomorphe
sur t*I, C . Soit dX une mesure de Lebesgue sur h et soit dx la mesure
invariante sur X tangente a dX. D’apre s ([Bou] 3.3.1 (v$)), pour avoir ce
re sultat il suffit de prouver les deux assertions suivantes:
(*) La fonction *  g(*) 3(*) est continue,
(**) Pour tout f # D(X), la fonction *  g(*)(3(*), f dx) est
holomorphe sur t*I, C .
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Soit B un ensemble borne de D(X) ([Sc] Chap. III paragraphe 2).
Soit * # t*I, C . Soit f # B. On de finit l’inte grale orbitale M( f ) de f de la
manie re suivante: si x # Xreg alors hx=a est une sous-alge bre de Cartan
de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a, h] de finie par la forme de
Killing. Soit dh la mesure H-invariante sur HZH(a) tangente a dY. On
pose
M( f )(x)=|DX (x)| 12 |
HZH (a)
f (h .x) dh
Soit dZ la mesure de Lebesgue sur a telle que dX=dZ 7 dY et soit da la
mesure invariante sur A tangente a dZ.
Soit *1 # t*I, C . On a alors la formule d’inte gration de Weyl suivante




|WH(a)| |A |DX (a)|
12
_(g(*) 3(*)& g(*1) 3(*1))(a) M( f )(a) da
Comme l’ensemble B est borne , il existe un compact U de X tel que, pour
tout f # B, le support de f soit contenu dans U ([Sc] III, paragraphe 2
Thm. IV). D’autre part, par le corollaire 3.9, pour tout a # Areg , la fonction
qui a * associe |DX (a)|12 g(*) 3(*)(a) est holomorphe sur t*I, C .
Donc, pour tout =>0, il existe un voisinage V de *1 dans t*I, C tel que,
pour tout * # V, pour tout A # Car(X) et pour tout a # U & Areg , l’on ait
|DX (a)12 (g(*) 3(*)& g(*1) 3(*1))(a)|<=
Maintenant, pour tout A # Car(X), la fonction f  A |M( f )(a)| da est
continue ([H3] Paragraphe 2). Comme B est borne dans D(X) et donc
relativement compact ([Sc] II, paragraphe 2, Thm. VII), il existe une
constante CA>0 telle que pour tout f # B et pour tout A # Car(X), l’on ait
} |A M( f )(a) da }<CA
On en de duit donc qu’il existe une constante C’ (C$=a # H"Car(h) CA 
|WH(a)| ) telle que pour f # B et pour tout * # V l’on ait
|(g(*) 3(*)& g(*1) 3(*1), f dx) |<C$=
On obtient donc l’assertion (*).
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On garde les notations pre ce dentes. Pour l’assertion (**), en utilisant la
formule d’inte gration de Weyl, il suffit de prouver que pour tout f # D(X)
et pour tout A # Car(X), la fonction qui a * associe A g(*) 3(*)(a)
|DX (a)| 12 M( f )(a) da est holomorphe sur t*I, C . Or, on a les proprie te s
suivantes:
(i) pour tout a # Areg , la fonction *  g(*) 3(*)(a) |DX (a)| 12
M( f )(a) est holomorphe sur t*I, C ,
(ii) pour tout * # t*I, C , la fonction a  g(*) 3(*)(a) |DX (a)| 12
M( f )(a) est inte grable sur A,
(iii) il existe une constante strictement positive C telle que, pour
presque tout a dans le support de M( f ) (qui est compact), l’on ait
| g(*) 3(*)(a) |DX (a)| 12 M( f )(a)|<C |M( f )(a)|.
Le the ore me de convergence domine e assure donc que la fonction
*  A g(*) 3(*)(a) |DX (a)|
12 M( f )(a)da est holomorphe sur t*I, C .
On obtient donc (**).
Soit =>0 tel que =<inf: # y inf j=1, ..., n: , c:, j{0 |c:, j |. La fonction g(*) est
alors inversible sur l’ensemble des * # t*I, C tels que pour tout : # y , l’on ait
|Im *(H:)|<=.
L’assertion (2) du the ore me est alors comple tement de montre e. K
Pour * # 1 t*+t*I, C , on de finit la fonction H-invariante F(*, y) sur
Xreg de la manie re suivante: Soit A # Car(X) associe a a. Si a n’est pas
H-conjugue e a t alors pour tout a # Areg , on a F(*, y)(a)=0. Soit X # t tel
que exp iX .y # Treg . Alors F(*, y)(exp iX .y)=w # WyH (t) =(w) e
i(w*, X+Yw).
Proposition 3.10. Soit *0 # 1 t*. Alors, pour tout x # Xreg , la fonction






Par le the ore me 3.1(2), la fonction qui a * associe T(*)=6(*) w # WGy(t)
F(w(*0+*), y)(x) 3(w(*0+*), y, ) est analytique sur tI*. Maintenant, il
est clair que pour tout w # WGy(t) et pour tout f # D(X) on a (T(w*), f dx)
==(w)(T(*), f dx) et donc la fonction *  (T(*), f dx) s’annule sur les
hyperplans *(H:)=0 lorsque : parcourt y . Comme la fonction 6 a
justement des ze ros simples le long de ces hyperplans, on en de duit que la
fonction *  w # WGy (t) F(w(*0+*), y)(x) 3(w(*0+*), y, ) est faiblement
analytique sur tI* et donc analytique d’apre s ([Bou] 3.3.1(iv)). K
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4. CROISSANCE DES FONCTIONS GE NE RALISE ES 3(*, Y, )
Soit t une sous-alge bre de Cartan de type compact de h. Soit  un
syste me positif de racines de tC dans g et soit y # Wt.
The ore me 4.1. (i) Soit * # 1 t*+t*I-reg . La fonction |DX | 12 3(*, y, )Xreg
est borne e sur Xreg .
(ii) Soit Q # S(tC) et soit U une partie borne e de T. Alors, il existe une
constante C>0 et un entier positif k tels que pour tout x # Ureg , pour tout
# # Xreg et pour tout * # 1 t*+tI* , l ’on ait
} :w # WGy(t) (Q) .F(w*, y)(x) 3(w*, y, )(#) DX (#)
12}C(1+&*&)k
La suite de cette partie consiste en la de monstration de ce the ore me.
De monstration. L’assertion (i) de coule directement des re sultats du
lemme 3.6 et de la de monstration du Corollaire 3.9.
Pour l’assertion (ii), nous allons d’abord conside rer le cas y=eH. La
fonction ge ne ralise e 3(*, eH, )Xreg ne vit que sur (Exp h)reg . Soit X # t. On
e crit X=X0+X1 avec X0 # c & p et X1 # t & [h, h]. Soit *=*0+*1 # 1 t*+tI*.
On a alors F(*, eH, )(Exp X )=ei(*0 , X0)F(*1 , eH, )(Exp X1). Il est facile
de voir, comme dans le paragraphe pre ce dent, qu’on peut supposer que G
est semi-simple. On note R le re seau de it engendre par les ?H: pour : # .
Soit a # Car(h). On fixe dans toute la suite un e le ment x de G tel que
x . tC=aC et une composante connexe C de aR-reg . On e crit comme dans le
paragraphe pre ce dent, pour tout X # C & |,
3(*, eH, )(Exp X )=
w # WG (aC) d(w, C, *) e
i(wx .*, X)
>: # x . (1&!&:(Exp X)) !\x . (Exp X )
Soit 7 un syste me positif de racines de tC et soit F la chambre de Weyl
de t*reg de finie par 7.
D’apre s le corollaire 3.8 il existe des re els non nuls deux a deux distincts
d1 , ..., dn tels que la fonction >: # 7 (1&e&i?*(H:)) >nj=1 (e
idj&e&i?*(H:))
d(w, C, *) soit un polyno^me en les ei?*(H:) pour : # 7. On pose f7 (*)=
>: # 7 (1&e&i?*(H:)) et g7 (*)=>: # 7 >nj=1(e
idj&e&i?*(H:))(e&idj&e&i?*(H:)).
Il existe donc des constantes b(w, #, 7), non nulles pour un nombre fini de
valeurs de #, telles que
d(w, C, *)=
# # R b(w, #, 7) e
i(*, #)
g7 (*) f7 (*)
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Lemme 4.2. Soit h+= 12 : # 7 H: . Soit w # WG(tC) et u # WG(aC). Alors,
on a
(1) fw7 (*)= f7 (w&1*)==(w) f7 (*) ei?*(h
+&wh+) et gw7(*)=g7 (w&1*)
=g7 (*) e2in?*(h
+&wh+)
(2) Pour tout # # R, on a
b(u, #, w7)==(w) b(u, #+(2n+1) ?(wh+&h+), 7)
De monstration. On e crit f7 (*)=>: # 7 (ei?*(H: 2)&e&i?*(H:2)) e&i?*(h
+).
Les relations ve rifie es par f7 (*) deviennent imme diates.
Si d est un re el et : # , on remarque que
(eid&ei?*(h:))(e&id&ei?*(H:))=(eid&e&i?*(H:))(e&id&e&i?*(H:)) e2i?*(H:)
Un simple calcul prouve alors les proprie te s de g7 .
Comme d(u, C, *) ne de pend pas de 7, on a
# # R b(u, #, w7) e
i(*, #)
fw7 (*) gw7 (*)
=
# # R b(u, #, 7) e
i(*, #)
f7 (*) g7 (*)




b(u, #, w7) ei(*, #&(2n+1) ?(h+&wh+))==(w) :
# # R
b(u, #, 7) ei(*, #)
La proprie te (2) est alors claire. K
On fixe x0 # (Exp t)reg et Q # S(tC). On pose h(*)=(Q) F(*, eH)(x0).
Soit 3(*)=w # WG (t) h(w*) 3(w*, eH, ). On de finit la fonction 2 sur
Xreg par sa restriction a chaque sous-ensemble de Cartan: si a # Areg alors
2(a)=>: # x . (1&!&:(a)) !\x . (a) (l’e le ment x ve rifie x . tC=aC).
Soit X # C & |. On a alors
(23)(Exp X )
= :
w # WG (t)
h(w*) :
u # WG (aC)
d(u, C, w*) ei(uxw .*, X)
= :
w # WG (t)
h(w*) :
u # WG (aC)
# # R b(u, #, w7) e
i(w*, #)ei(uxw*, X)
fw7 (w*) gw7 (w*)
(par l’expression de d(u, C, w*))
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= :
w # WG (t)
=(w) h(w*)
f7 (*) g7 (*)
_ :
u # WG (aC)
:
# # R
b(u, #+(2n+1) ?(wh+&h+), 7) ei(w*, x&1u&1X+#)




u # WG (aC)
b(u, #, 7) :
w # WG (t)
=(w) h(w*)
f7 (*) g7 (*)
_ei(w*, x&1u&1.X+#&(2n+1) ?(wh+&h+))
Pour avoir le re sultat voulu il suffit donc de prouver que si b(u, #, 7){0
alors il existe une constante C>0 et un entier positif k tels que pour tout
X # C & | et pour tout * # F, l’on ait
4.3.
} :w # WG (t)
=(w) h(w*)
f7 (*) g7 (*)
ei(w*, x&1u&1.X+#&(2n+1) ?(wh+&h+)) }<C(1+&*&)k
Maintenant, la relation (ii) du lemme 3.6 implique la relation suivante
si b(u, #, 7){0 alors pour tout X # C & | et pour tout * # F, on a
Re(i(ux*, X)+i(*, #) )0
Or, par le Lemme 4.2, on a
b(u, #, 7)==(w) b(u, #&(2n+1) ?(wh+&h+), w7).
On en de duit que si X # C & | et * # F, on a
4.4. Re(i(w*, x&1u&1X+#&(2n+1) ?(wh+&h+)) )0
et cette relation est encore valable pour * dans l’adhe rence de F.
Soit :1 , ..., :k les racines simples de 7 et soit |1 , ..., |k les poids
fondamentaux relatifs a cette base. Par 4.4, si b(u, #, 7){0 alors pour tout
j # [1, ..., k], pour tout w # WG(t) et pour tout X # C & |, on a
4.5. Re(i(w|j , x&1u&1X+#&(2n+1) ?(wh+&h+)) )0
Soit P une partie de [1, ..., k]. Soit FP l’ensemble des + # F tels que pour
tout j # P, l’on ait i+(?H:j)1 et pour tout j  P, l’on ait i+(?H:j)1. Soit
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7P=7 & (j # P Z:j). On note WP le groupe de Weyl engendre par les s:
pour : # P.
On pose tP=j # P iRH:j et t
P=j # P Ker |j . On a alors t=tP+tP et
t*=t*P+(tP)*. L’espace t*P s’identifie a l’orthogonal de tP. Le groupe de
Weyl WP agit respectivement sur tP et sur tP et il fixe tout e le ment de tP.
Pour X # t, on pose X=XP+X P ou XP # tP et X P # tP.
L’ensemble des FP ou P parcourt l’ensemble des parties de [1, ..., k]
forme un recouvrement fini de F. En e crivant chaque e le ment s # WG(t)
sous la forme vw ou v est un repre sentant de s dans WG(t)WP et w # WP ,
on voit que pour avoir la relation 4.3, il suffit de prouver que pour toute
partie P de [1, ..., k] et pour tout v # WG(t), l’on a:




f7 (*) g7 (*)
ei(vw*, x&1u&1.X+#&(2n+1) ?(vwh+&h+))
ve rifie une estimation du me^me type que 4.3 pour tout X # C & | et pour
tout * # FP .
On fixe v # WG(t) et * # FP et on e crit *=*P+*P # t*P+(tP)*. Les
e le ments de *P et *P sont alors dans l’adhe rence de F. Soit w # WP . On
pose X(w)=v&1(x&1u&1X+#&(2n+1) ?(vwh+&h+)) et Y(w)=w&1X(w).
On e crit Y(w)=Y(w)P+Y(w)P # tP+tP de telle sorte que (*, Y(w)) =
(*P , Y(w)P) +(*P, Y(w)P). La relation 4.5 implique les deux relations
suivantes: pour tout X # C & | et tout * # F,
(i) Re i(w*P , X(w)) =Re i(*P , Y(w)) =Re i(*P , Y(w)P) 0,
(ii) Re i(w*P, X(w)) =Re i(*P, Y(w)) =Re i(*P, Y(w)P)0.
On ve rifie que Y(w)=w&1Y(Id )+(2n+1) ?(w&1h+&h+). Comme
w # WP , on a (w&1h+&h+) # tP et donc Y(w)P=w&1Y(Id )P.
Or, comme w agit trivialement sur tP, on en de duit que l’on a (*P, Y(w)P)
=(*P, Y(Id )P).
Maintenant, les fonctions 1g7 (*) et f7P(*)f7 (*) sont borne es sur FP .
Il suffit donc de prouver que la fonction w # WP =(w) h(vw*)f7P(*) e
i(*P, Y(w)P)
ve rifie une relation du type 4.3 lorsque X # C & |, *P # FP et *P # tP & F.
On pose x0=Exp Z. On a alors
h(*)=(Q) F(*, eH)(Exp Z)= :
{ # WH (t)
=({) Q(i{*) ei({ .*, Z)
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ei({vw*, Z)ei(*P , Y(w)P)
= :






ei(w*P , (v&1{&1Z)P)ei(*P , Y(w)P)
Maintenant, on peut e crire v&1{&1Q comme somme finie d’e le ments du
type QPQP avec QP # S(tPC ) et QP # S((tP)C).
Comme *P ne prend que des valeurs re elles sur tP, il existe une constante
strictement positive C et un entier positif k qui ne de pendent pas de * et
de Z tels que
|QP(i*P) ei(*P, (v&1{&1Z)P) |<C(1+&*&)k





ei(w*P , (v&1{&1Z)P)ei(*P , Y(w)P)
est majore e par une constante, ceci pour tout * # F, X # C & | et Z dans
une partie borne e de t.
Pour * # tP , on pose g(*, Z, X)=w # WP =(w) QP(iw*P)>: # 7P *(H:)
ei(w*, (v&1{&1Z)P)ei(*, Y(w)P).
Comme la fonction >: # 7P *(H:) f7P(*) est de classe C
 sur t*P , il suffit
de prouver que g(*, X, Z) est borne e pour *, X et Z comme ci-dessus.




P ) et Y(Id )=v
&1x&1u&1X+v&1#&(2n+1) ?(h+&v&1h+).
Il est donc clair que Y(w)P parcourt un ensemble borne lorsque X parcourt
C & |. On pose Y(w)P=w&1Y$P&(2n+1) ?h+P avec Y$P=Y(Id )P+
(2n+1) ?h+P . Comme e
i(*P , &(2n+1) ?hP
+) est borne et Y$P et Z parcourent
des ensembles borne s, il suffit de voir que la fonction
g0(*, Z, X )= :
w # WP
=(w) QP(iw*)
>: # 7P *(H:)
ei(w*, (v&1{&1Z)P)ei(w*, Y$P)
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est de classe C. Or le nume rateur de g0(*, Z, X ) est WP anti-invariant. Le
lemme 3.1 de [He] assure le re sultat voulu.
On a donc prouve le the ore me pour y=eH.
On se replace maintenant dans le cadre ge ne ral. Soit y # Wt. Pour X # treg
et Q # S(tC), on a (Q) F(*, y)(exp iX .y)=v # W yH (t) =(v) Q(iv*) e
i(v*, X+Yv).
Pour v # W yH (t) on a 2Yv # 1t/c (ou c est le centre de h) et donc on a
ei(v*, Yv)=ei(*, Yv)=\1. La fonction (Q) F(*, y)(exp iX .y) ve rifie donc les
me^mes proprie te s que (Q) F(*, eH)(Exp X ). Pour tout X # treg , Q # S(tC)
et pour tout # # Xreg on a
:
w # WGy(t)






(Q) F(w*, y)(exp iX .y)




H (#) est fini et ne de pend que de la composante connexe
de Xreg qui contient # et que ces composantes connexes sont en nombre
fini, le the ore me pour y=eH implique le the ore me pour tout y # Wt. K
Corollaire 4.6. Soit f # D(X), N>0 et U une partie borne e de T. Soit
u # S(tC). Alors, il existe une constante C>0 telle que, pour tout x # Ureg ,
l ’on ait
} :w # WGy(t) (u) F(w*, y)(x)(3(w*, y, ), f ) }
C
(1+&*&)N
De monstration. Si P # S(t*C)WG (tC) alors il existe z # Z(g) tel que P=#t(z).
Pour tout f # D(X), on a donc P(i*)(3(w*, y, ), f dx) =(z .3(w*, y, ),
f dx)=(3(w*, y, ), tz . f dx). Par le the ore me pre ce dent et la formule
d’inte gration de Weyl, il existe une constante strictement positive C$ (qui
de pend de z et de f ) et un entier k tels que l’on ait
} :w # WGy(t) (u) F(w*, y)(x)(z .3(w*, y, ), f ) }
= }P(i*) :w # WGy(t) (u) F(w*, y)(x)(3(w*, y, ), f ) }C$(1+&*&)
k
On obtient alors facilement le re sultat voulu. K
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5. LIEN AVEC LES PREPRE SENTATIONS
Dans cette partie, nous exprimons les fonctions ge ne ralise es 3(*, y, )
en terme de coefficients ge ne ralise s de repre sentations unitaires et irre duc-
tibles de G.
Soit t une sous-alge bre de Cartan de type compact %-stable de h. On
pose a=i t. Soit M=exp t et A=exp a. On choisit 7 un syste me positif de
racines de aC=tC dans g et on note n=: # 7 g: et N=exp n. Soit B
le sous-groupe de Borel de G d’alge bre de Lie b=t+a+n. Soit \=
(12) : # 7 :. Pour + un poids de a et a=exp X # A, on pose a+=e+(X ). On
note W=NK (a)ZK (a) et WH=NK & H(a)ZK & H(a).
Soit * # (1 t*+tI*)C/t*C=a*C. On note C* l’ensemble des fonctions
continues de G dans C telles que pour tout t # M, a # A, n # N et g # G l’on
ait f (g tan)=a&*&2\f (g). Soit I*=C* & C(G) et soit ?* la repre sentation
re gulie re gauche de G dans I* . La restriction a K induit un isomorphisme
de I* dans C(KT ). On munit I* de la topologie de C(KT ) transporte e
par cet isomorphisme. Soit I$* le dual de I* . Les espaces I&* et C&*
s’injectent naturellement dans I$* . On note ?$* la transpose e de ?* . La
restriction de ?$* a I&* co@ ncide avec ?&* .
Pour y # W, on de finit la fonction ! y* sur G de la manie re suivante:
! y* (g)={0a*&2\
si g  HyAN
si g # HyaN
Pour *&2\ strictement dominant (c’est-a -dire, pour tout : # 7 on a
Re(*&2\, H:)>0) alors on a ! y* # C&* et pour + # (1 t*)C l’application
*  ! y(*++)K admet un prolongement me romorphe de t*IC dans I$*++
([vdB] Thm. 5.10 et [O] Thm. 5.1). On notera encore ! y* l’e le ment de I$*
obtenu a partir de ce prolongement me romorphe.
Pour y et z dans W, on note 0y, z le plus grand ouvert de a*C sur lequel
! y* et !
z
* sont de finis. On pose pour . # D(G) et * # 0y, z ,
(C(*, y, z), .)=(?$*(.) ! y* , !
z
&*)
Remarque. Pour * # (1 t*+t*I reg)/ia*reg , on note /* le caracte re de B
de fini par /*(tan)=a&*&2\ et soit L*=ind GB /* (induite au sens unitaire).
La repre sentation L* est unitaire irre ductible ([Br] Thm. 7.4, p. 203). Soit
H* l’espace de L* . Dans ce cas l’espace H* des vecteurs C
 de H* est e gal
a I* . Pour f # I* , on pose (u y* , f )=(!
y
* , f ) ou f (x)=f (x). L’e le ment u
y
*
est alors un e le ment H-invariant de l’espace H&* des vecteurs ge ne ralise s
de H* . Pour presque tout * # (1 t*+tI*), on a alors
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Pour : # 7 _ &7, on de finit =(:) par: =(:)=&1 si : est une racine
imaginaire compacte de t et =(:)=1 sinon. On note 7comp l’ensemble des
racines imaginaires compactes de t et 7Inc son comple mentaire dans 7.
Pour w # W, on pose T(w)=7 & &w7.
The ore me 5.1. Pour tout y et z dans W et pour presque tout * # 1 t*+t*I reg ,
on a
C(*, y, z)= ‘
: # T( y)
=(:) =(zy&1)
=(&zy&1.:)







En particulier, on a




3(&y .*, eH, &7)
La suite de cette partie consiste en la de monstration de ce the ore me.
On suppose tout d’abord que G est semi-simple.
Pour y=z=Id ce the ore me a e te de montre par P. Delorme ([D]
Thm. 3). Comme la distribution C(*, y, z) est sphe rique, par le the ore me
d’unicite ([H2] Thm. 4.1), il suffit de comparer les restrictions de C(*, y, z)
et de 3(&z*, zy&1H, &7) a Treg . Le calcul est du me^me type que dans le
cas y=z=Id et il m’a e te indique par M. Tinfou.
Nous rappelons maintenant les notations et re sultats de [D] qui nous
seront ne cessaires pour la suite.
Soit * # a*C. Pour w # W, on note comme dans ([D] 5.1), A(w, *)
l’ope rateur d’entrelacement entre les repre sentations ?* et ?w* . Soit A$(w, *)
l’ope rateur transpose de A(w, *).
Par ([D] Thm. 2, p. 330), on a






On en de duit donc que l’on a
(C(*, y, z), .)= ‘
: # T( y)
=(:) y .*(H:)
2




: # T( y)
=(:) y .*(H:)
2
(A$( y, *) ?$y*(.) !Idy, * , !
z
&*)
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Par la Remarque 3, p. 326 et le The ore me 2 de [D], on obtient
C(*, y, z)= ‘








C( y*, Id, zy&1)
ou encore
5.2. C(*, y, z)= ‘
: # T( y)
=(:)
=(&zy&1.:)
C( y*, Id, zy&1)
Pour de montrer le the ore me il suffit de conside rer les distributions
C(*, Id, y).
Soit C une chambre de Weyl de areg et soit C=exp C. On fixe  # Cc (KM)
et . # Cc (C) et on de finit pour w # W la fonction 8
w=8w(, .) sur X de
la manie re suivante:
8w(gH)=0
8w(hwaH)=(h) .(a)
si gH  HwAH
si h # H et a # A




On rappelle la formule d’inte gration obtenue dans ([D] Prop. 3, p. 314).
Si 9 est une fonction continue sur X a support dans HwaH, alors on a:
5.3. |
X




9(hwaH) Dw(a) da dh4
ou CG est une constante.
On fixe X0 # &C et on pose at=exp tX0 pour t>0. Si . # D(C), on
de finit la fonction .t # D(C) en posant: si a # C et si aat  C alors .t(a)=0
et si a # C et si aat # C alors .t(a)=.(aat). On note alors 8wt =8
w(, .t).
Maintenant, on fixe x et w dans W. On suppose que C=&x .C+ ou C+
est la chambre de Weyl de a de finie par 7. On suppose que *&2\ est
7-strictement dominant.
D’apre s le the ore me 1, p. 319 de [D], il existe un e le ment uw* , x de I&*
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De plus si x  WH alors uw*, x=0. Ainsi, on obtient:







a&x(*+2\)t (C(*, Id, y), 8
w
t )
Nous allons calculer de deux manie res diffe rentes limt  + a&x(*+2\)t
(C(*, Id, y), 8wt ). Comme la fonction C(*, Id, y) est sphe rique et solution
propre de Z(g) pour le caracte re de fini par *, il existe des constantes
dy(w, u, *) telles que, pour tout a # Areg et pour tout h # H, l’on ait
C(*, Id, y)(hwaH)=
u # W dy(w, u, *) a
&u*
2T (waH)
ou 2T=>: # 7 (1&!:) !&\ .
Par construction, la fonction 8wt est a support contenu dans HwAH.
D’apre s 5.3, on obtient
1
CG





















: # (&wx7) & 7
(&!:(wH))
Si : # (&wx7) & 7, comme X0 # xC+ alors on a limt  + !w&1:(aa&t)=0.




: # (&wx7) & 7
&!:(wH) !&\(wH)
On pose s(w, x)=!&\(wH) >: # (&wx7) & 7&!:(wH)=!&wx\(wH) =(w)
=(x) et on obtient
2T (waa&tH)t(aa&t)&2x\ s(w, x)
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On rappelle ([D] Lemme 8 (ii), p. 325) que l’on a:
Dw(aa&t)ta4x\t a&4x\















=dy(w, x, *) s(w, x) a&x(*+2\)
Par la de monstration du lemme 8, p. 325 de [D], la convergence est
domine e. On en de duit le re sultat suivant:
Lemme 5.4. Soit * # a*Creg tel que Re(*&2\) soit strictement 7-dominant
et tel que ! y&* soit de fini. Soit x # WH . Alors on a
(uw*, x , !
y





Comme dans [D], nous allons calculer le produit scalaire (uw*, x , !
y
&*)
d’une autre manie re ce qui de terminera les constantes dy(w, x, *) pour *
ve rifiant les hypothe ses du lemme pre ce dent.
Lemme 5.5. On choisit * ve rifiant les me^mes proprie te s que dans le
lemme pre ce dent et soit x # WH . Alors, on a:
(i) si w  WH yWH alors (uw*, x , !
y
&*)=0,
(ii) si x  ZH( y&1_( y)) alors (u y*, x , !
y
&*)=0,
(iii) si x # ZH( y&1_( y)) alors







*(H:) |HM (hM) dh4 |C .(a) a
&x(*+2\) da
et s( y, x)=!&\( y&1H) =( y) =(x).
De monstration. Soit w0 l’e le ment de plus grande longueur de W (en
particulier on a w0 7=&7).
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D’apre s ([D] Lemme 12, p. 329), il existe vw*, x # I&w0* tel que u
w
*, x=
A(w0 , *) vw*, x . De plus la fonction v
w
*, x est a support dans Hwxw0AN. On
obtient ainsi















=(&1) |7| (&1) |7 & y

















Or la fonction ! yw0
&w0 *
est a support contenu dans Hyw0AN. Donc, si
Hyw0AN{Hwxw0 AN alors on a (uw*, x , !
y
&*)=0. Or, d’apre s ([D]
Proposition 2), ceci est le cas lorsque w  WH yWH ce qui donne
l’assertion (i).
On suppose maintenant que w= y. On a Hyw0AN=Hyxw0AN si et
seulement s’il existe h # WH tel que yx=hy c’est-a -dire x= y&1hy.
Par hypothe se on a x # WH . On en de duit alors xy&1_( y)= y&1h_( y) et
y&1_( y) x=y&1_( y) _(x)=y&1h_( y). Par suite, on a x # ZH( y&1_( y)) ce
qui donne l’assertion (ii).
On suppose maintenant que x # ZH( y&1_( y)). Les fonctions v y*, x et
! yw0
&w0*
sont a support dans Hyw0AN. D’apre s ([D] De monstration du
Lemme 12 p. 329), on obtient








ce qui donne le re sultat voulu dans (iii).
Calculons s( y, x) pour x # ZH( y&1_( y)). On a s( y, x)=!&yx\( yH) =( y)
=(x) et x&1y&1y_( y)&1yx= y&1_( y). Par suite, on obtient s( y, x)=
!&\( y&1H) =( y) =(x). K
De monstration du the ore me lorsque G est semi-simple. Soit y # W et soit
* # a*C reg tel que Re(*&2\) soit strictement 7-dominant et tel que ! y&* soit
de fini. On garde les notations pre ce dentes. En comparant les re sultats des
deux lemmes pre ce dents, on obtient les assertions suivantes:
(i) si x  ZH( y&1_( y)) alors pour tout w # W, on a dy(w, x, *)=0,
(ii) si x # ZH( y&1_( y)) et si w  WH yWH alors dy(w, x, *)=0,
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(iii) si x # ZH( y&1_( y)) alors





On obtient ainsi que C(*, Id, y) est l’unique fonction ge ne ralise e sur X telle
que
(*) pour tout z # Z(g), l’on ait z .C(*, Id, y)=#t(z)(i*) C(*, Id, y),
(**) soit x # Treg . Si x  Hy exp i t alors C(*, Id, y)(x)=0
si x= y exp X avec X # a alors
C(*, Id, y)(x)










Comme C(*, Id, y)( yexp X )=C(*, Id, y)(exp( yX ) y), on en de duit que
l’on a






En reprenant la formule 5.2, on obtient finalement que pour tout y et z
dans W, on a
C(*, y, z)= ‘
: # T( y)
=(:)
=(&zy&1)
C( y*, Id, zy&1)
= ‘
: # T( y)
=(:)
=(&zy&1 .:)






3(&z*, zy&1H, &7) K
De monstration du the ore me lorsque G est re ductif. Nous allons pour cela
utiliser le prolongement de distributions sphe riques d’un espace semi-simple a
un espace re ductif de crit dans ([H4] Paragraphe 5). Rappelons la de finition
de ce prolongement:
Soit G1 le groupe de rive de G et Z la composante connexe neutre de son
centre. On pose H1=H & G1 et X1=G1 H1 . On e crit h=c+h1 ou c est le
centre de h et h1 son alge bre de rive e.
Soit g1 , ..., gp un syste me de repre sentants de G1 & (ZH)H1 dans NG1(t1)
tels que gj_(gj)&1 # H1 . Ceci est possible puisque pour g # G1 & (ZH),
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l’e le ment g_(g)&1 est central dans G1 . Pour tout j # [1, ..., p], il existe donc
xj # H et zj=exp iZj # Z tels que gj=xj zj . On note p0 l’application de
X1 _ZZ & H dans X qui a ( p(g), z) associe p(gz).
Soit 3 est une fonction ge ne ralise e sphe rique sur X1 et / un caracte re
unitaire de Z trivial sur Z & H. On peut de finir la fonction 3 sur Xreg en






3(#1 .gk) /(zz&1k )
Ceci de finit une fonction ge ne ralise e sur X solution propre des ope rateurs
diffe rentiels G-invariants sur X. Elle est (Z & H) H1 invariante mais non
H-invariante ([H4] Paragraphe 5). On de finit alors le prolongement pr(3, /)







3(g&1j #1 .gk) /(zzjz
&1
k )
On note t1=t & h1 . On peut donc e crire *=*0+*1 avec *0 # 1 t* et
*1 # t*1 reg . Soit / le caracte re de Z de fini par: si X et Y sont dans c alors
/(exp(X+iY))=ei(*0 , Y).
Soit y et z dans W et soit C(X1 , *1 , y, z) le coefficient de la se rie
principale sur X1 de fini comme pre ce demment. D’apre s ([H4] Prop. 5.4),
on a
C(*, y, z)= pr(C(X1 , *1 , y, z), /)
Pour obtenir le the ore me dans le cas re ductif, il suffit de prouver le re sultat
suivant:
soit y # Wt et soit 31 la fonction ge ne ralise e sur X1 de finie dans le
the ore me 2.2. Alors on a
pr(31 , /)=3(*, y, ) (*)
On pose 3= pr(31 , /). Par le the ore me d’unicite , il suffit de prouver
l’e galite (*) en tout point de Treg .
Soit # # Treg . Pour j et l dans [1, ..., p], on a 31(g&1j #gl){0 si et seule-
ment si g&1j #gl # exp i t1 WH1(t1) .y. Ceci implique que # # exp i tWH(t) .y.
Donc, pour #  exp i tWH(t) .y, on a 3(#)=0.
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Soit ( j, k) # [0, ..., p]2 tels que g&1j ygk=exp iXh .y avec X # t1 et h # H1 .
Dans ce cas, on a exp 2iX h.( y)h&1=hj .( y) h&1j exp 2i(Zk&Zj).
Comme exp 2i(Zk&Zj) et .( y) sont dans H1 , on a exp 2iX # H1 ce qui est
e quivalent a exp 4iX=1. Comme X # t1 ceci implique que X=0.
Soit I l’ensemble des ( j, k) tels qu’il existe hj, k # H1 ve rifiant
g&1j ygk=hj, k y. On a alors
3(#)= :
( j, k) # I
w # WH1 y (t1) =(w) e
i(gjhj, k w .*1 , X1)ei(*0 , X0+Zj&Zk )
2T (exp ih&1j, k g
&1
j X1 y)






j exp iX1 ygk . Comme .(gk) est central
dans G, on obtient 2T (exp ih&1j, k g
&1
j X1y)==(hj, k) =(gj) 2T (#). Par suite,
on a
(2T3)(#)= :
( j, k) # I
=(hj, k) =(gj) :
w # WH1y (t1)
=(w) ei(gj hj , kw .*1 , X1)ei(*0 , X0+Zj&Zk)
Montrons que W yH (t)WH1 y(t1) est isomorphe a I. Soit h # W
y
H (t). On
a donc h .y=exp iYh .y avec 2Yh # 1t/c & p. D’apre s [H4] lemme 5.2), on
a H= pj=0 (Z & H) xjH1 . Il existe donc un unique j # [0, ..., p] et des
e le ments z # Z & H et h1 # H1 tels que h=zxj h1 . Notons y= p(g) avec
g # G1. On a alors h1 .( y) h&11 = exp 2iYh g
&1
j .( y) gj = exp 2i(Yh+Zj)
.(g&1j y)=g
&1
j g exp 2i(Yh+Zj) _(g
&1
j g)
&1. Par conse quent, on a g&1gjh1 g
# G1 & (ZH). Il existe donc k # [0, ..., p] tel que h1 .y= g&1j . ygk . On a
donc ( j, k) # I. De plus, on a h&11 hj, k # WH1 y(t1) et Yh+Zj&Zk # 1t.
On vient donc de de finir une application 9 de W yH (t) dans I.
Soit ( j, k) # I. On a alors xjhj, k y=xj g&1j ygk=z
&1
j ygk=exp i(Zk&Zj) .y.
On a donc h=xj hj, k # W yH (t) et Yh=Zk&Zj modulo 1t. Ceci assure la
surjectivite de 9.
Soit h et h$ dans W yH (t) tels que 9(h)=9(h$)=( j, k). On peut alors
e crire h=zxjhj, kh1 et h$=z$xjhj, kh$1 , ou z et z$ sont dans Z & H et h1 et h$1
sont dans WH1 y(t1). On a alors h
&1h$=h&11 h$1z
&1z$ et donc Ad(h&1h$) #
WH1 y(t1).
L’application 9 induit donc un isomorphisme de W yH (t)WH1, y(t1) dans I.
On obtient ainsi
(2T3)(#)= :
h # W yH(t)WH1 y(t1)
:
w # WH1 y (t1)
=(h) =(w) ei(hw*, X1+X0+Yh)
=2T3(*, y, )(#)
Ceci ache ve la de monstration du the ore me. K
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6. AUTRES SE RIES DE FONCTIONS GE NE RALISE ES
SPHE RIQUES
Dans cette partie, on ne fait plus d’hypothe ses sur h.
Soit a # Car(h). On e crit a=aI+aR comme en 1.2. Soit L le centra-
lisateur de aR dans G et soit l son alge bre de Lie. On rappelle ([H3]
paragraphe 6) que le groupe L est re ductif complexe connexe de groupe
de rive simplement connexe. De plus, il est _-stable et a est une sous-alge bre
de Cartan de type compact de l & h. On pose XL=LL & H. Soit A # Car(X)
associe a a. D’apre s ([H2] De monstration du lemme 2.3), on a A=NG(a)
NH(a)=NL(a)NL & H(a).
Soit y # Wa . Il est facile de voir que y # XL . Soit  un syste me positif de
racines imaginaires de aC dans g (c’est un syste me positif des racines de aC
dans l). Soit * # 1*a +a*I-reg . Soit 3(XL , *, y, ) la fonction ge ne ralise e
sphe rique sur XL de finie par le The ore me 2.2. On pose alors
3(*, y, )=indGL 3(XL , *, y, )
l’induction de fonctions ge ne ralise es sphe riques e tant de finie dans ([H3]
Thm. 2.1).
Pour w # WH(a), on de finit la signature imaginaire =I (w) de w de la
manie re suivante: =I (w)=(&1) | & &w
&1.|.
The ore me 6.1. La fonction ge ne ralise e sphe rique 3(*, y, ) ve rifie les
proprie te s suivantes:
(i) Pour tout z # Z(g), on a z .3(*, y, )=#a (z)(i*) 3(*, y, ),
(ii) Soit B # Car(X) associe a b # Car(h). Si b n’est pas H-conjugue e
a une sous-alge bre de Cartan de l & h alors 3(*, y, )Breg=0,
(iii) Soit a # Areg . Si a  exp iaWH(a) .y alors 3(*, y, )(a)=0 et si
a=exp iX .y alors
3(*, y, )(a)=
w # W yH (a) =I (w) e
i(w*, X+Yw)
|DX (a)| 12 !\( y) b(a)
(iv) Soit *0 # 1*a . Alors la fonction *  >: # y (1&e
&i?*(H:))
3(*0+*, y, ) se prolonge analytiquement a aI*,
(v) La fonction |DX | 12 3(*, y, )Xreg est borne e sur Xreg ,
(vi) Pour tout u # WL & H(a), on a
3(u*, y, )==(u) 3(*, u&1y, )
47BASE DE LA SE RIE CONTINUE
File: DISTIL 316448 . By:CV . Date:20:02:98 . Time:08:28 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3055 Signs: 1346 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
(vii) pour tout Y # 12 1a, on a
3(*, exp iY .y, )=ei(*, Y)3(*, y, )
De monstration. Pour b # Car(h), on note Nh & lH (b) l’ensemble des h # H
tel que h .b # Car(l & h). On rappelle que par de finition de l’induite, si
b # Breg alors, on a
3(*, y, )(b)
=|DX (b)|&12 \ :h # H & L"NHh & l(b) 3(XL , *, y, )(h .b) |DXL(h .b)|
12+
Les assertions (i) et (ii) deviennent imme diates. Les proprie te s (iv) et (v)
de coulent du the ore me 3.1(2) et du the ore me 4.1(i) applique s a 3(XL , *, y, ).
L’assertion (vi) de coule du corollaire 2.3(ii) applique a 3(XL , *, y, ).
Soit a # Areg et h # Nh & lH (a). Pour que 3(XL , *, y, )(h .a) soit non
nulle, il faut que h .a # exp ih .a .WL & H(h .a) .y.
Donc si a  exp ia .WH(a) .y, on a 3(*, y, )(a)=0.
Soit X # areg tel que a=exp iX .y. Si h # Nh & lH (a) alors les alge bres a et
h .a sont L & H-conjugue es puisqu’elles sont fondamentales dans l & h. On
a donc
3(*, y, )(a)
=|DX (a)|12 \ :h # WL & H (a)"WH(a) 3(XL , *, y, )(h .a) |DXL(h .a)|
12+
Maintenant, si 3(XL , *, y, )(h .a){0, il existe h1 # H & L tel que h .a #
exp ih .ah1 .y. Par le choix de y ceci implique que h&11 h # W
y
H (a). On en
de duit donc que l’on a
3(*, y, )(a)=|DX (a)|&12 :
h # W y




w # W y
(L & H) (a)
=(w) ei(w*, h .X+Yh)ei(*, Yw)




12>: #  (1&!&:(h .a)) !\(h .a)=|!\(h .a)|!\(h .a) b(h .a)
=!\( y) =I (h) b(a). On obtient donc
3(*, y, )(a)= :
w # W yH (a)
=I (w) ei(w*, X+Yw) |DX (a)|&12 !\( y) b(a)
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Il reste a prouver l’assertion (vii). Par construction, il suffit de prouver
cette proprie te pour 3(XL , *, y, ) et par le the ore me d’unicite il suffit de
la montrer en chaque point de Areg . Soit x # Areg . Si x  exp ia .WH(a) .y,
on a 3(XL , *, y, )(x)=0=3(XL , *, exp iY .y, )(x). Soit x=exp iX .y.
On a alors
3(XL , *, exp iY .y, )(x)
=3(XL , *, exp iY .y, )(exp i(X&Y ) exp iY .y)
=|DX (x)&12| !\(exp iY .y) b(x) :
w # WL & H
exp iY . y(a)
=(w) ei(w*, X&Y+Yw)
Or Y est central dans l & h et donc on a W exp iY .yL & H (a)=W
y
L & H (a) et
!\(exp iY .y)=!\( y). On obtient donc le re sultat voulu. K
Pour * # 1*a +aI*, on se donne une fonction F(*) de finie sur Xreg et
ve rifiant les proprie te s suivantes:
(i) F(*) est H-invariante et borne e sur Xreg ,
(ii) pour *0 # 1*a , la fonction qui a * associe F(*+*0) est analytique
sur aI*,
(iii) Soit b # Car(h). Soit x # G tel que x .aC=bC. Soit B le sous-
ensemble de Cartan de X associe a b. On suppose que, pour tout z # Wb ,
pour tout w # WG(bC) et pour toute composante connexe C de l’ensemble
des X # b tels que exp iX .z # Breg , il existe des constantes d(z, w, C, *) telles
que, pour tout X # C, l’on ait:
F(*)(expiX .z)= :
w # WG (bC)
d(z, w, C, *) ei(wx .*, X)
On suppose de plus qu’il existe une constante C>0 telle que, pour tout
(z, w, C, *) l’on ait |d(z, w, C, *)|<C.
The ore me 6.2. (i) Soit # # Xreg . Soit *0 # 1*a . Alors, la fonction qui a
* associe w # WLy(a) F(w(*0+*))(#) 3(w(*0+*), y, ) se prolonge en une
fonction analytique sur aI* ,
(ii) Soit f # D(X) et N un entier strictement positif. Soit B # Car(X)
et u # S(bC). Soit U un compact de B. Alors, il existe une constante C>0
telle que, pour tout # # Ureg , l ’on ait
} :w # WLy (a) (u) F(w*)(#)(3(w*, y, ), f ) }
C
(1+&*&)N
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De monstration. L’assertion (i) se de montre comme la proposition 3.10.
Pour prouver (ii), il suffit de montrer (comme pour le corollaire 4.6),
l’assertion suivante:
Il existe une constante C>0 et un entier positif k tels que, pour tout
# # Ureg et pour tout x # Xreg l’on ait
6.3.
} :w # WLy(a) (u) F(w(*0+*))(#) 3(w(*0+*), y, )(x) DX (x)
12}C(1+&*&)k
Soit x # Xreg et soit B$ l’unique sous-ensemble de Cartan de X,
associe a la sous-alge bre de Cartan b$, contenant x. Comme 3(*, y, )=
indXXL 3(XL , *, y, ), on a
:
w # WLy(a)
(u) F(w*)(#) 3(w*, y, )(x) |DX (x)| 12
= :




(u) F(w*)(#) 3(XL , w*, y, )(h .x) |DXL(h .x)|
12
Il suffit donc de prouver l’assertion 6.3 ou l’on a remplace 3(w*, y, )(x)
|DX (x)|12 par 3(XL , w*, y, )(x) |DXL(x)| 12. Le re sultat voulu se de montre
alors comme le The ore me 4.1. K
Nous allons maintenant exprimer les fonctions 3(*, eH, ) en terme de
coefficients de repre sentations unitaires irre ductibles de G.
On fixe * # 1*a +a*I reg . On note * l’ensemble des racines imaginaires : de
aC dans g telles que &i*(H:)>0 et Inc l’ensemble des racines imaginaires non
compactes de * . Soit L=ZG(aR) et soit P un sous-groupe parabolique
_-stable de G de sous-groupe de Le vi L. On note P=LU. Soit B=exp(aC)N
le sous-groupe de Borel de G contenu dans P tel que * /2(n, aC) (ou n
de signe l’alge bre de Lie de N).
On conside re le caracte re /* de B de fini par /*(exp (X+iY )n)=ei(*, Y)
et on note ?*=indGB /* . Soit H* l’espace de cette repre sentation. D’apre s
([Br] Thm. 7.4, p. 203) cette repre sentation est unitaire et irre ductible.
On pose
C(*)=(&1)|Inc | (i) |* | 3(&*, eH, *)
Proposition 6.4. Pour presque tout * # 1*a +a*I reg , il existe v* # H&, H*
tel que
C(*)(x)=(?*(x) v* , v*)
De monstration. Soit B0=B & L et soit {=indLB0 (/*B0). On a alors ?*=
indGP {IdU .
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D’apre s le the ore me 5.1, pour presque tout * # 1*a +a*I reg , il existe un
vecteur v{ # H&, L & H{ tel que l’on ait
({(l ) v{ , v{)=(&1) |Inc| (i) |*| 3(XL , &*, eH, *)(l )
Maintenant, on a C(*)=indXXL ((&1)
|Inc | (i) |* | 3(XL , &*, eH, *)). Le
corollaire 2.6 de [H3] assure alors l’existence de v* # H&, H* tel que
C(*)(x)=(?*(x) v* , v*) pour presque tout *. K
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